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Résumé. — Soit K = C[(x,y)) on K = C{{x)){y). Soit G un Jf-groupe 
algébrique linéaire connexe. Il a été établi que si G est Tv-rationnel, c'est-à-dire 
de corps des fonctions transcendant pur sur fc, si un espace principal homogène 
sous G a des points rationnels dans tous les complétés de K par rapport aux 
valuations de K, alors il a un point rationnel. Nous montrons ici qu'en général 
l'hypothèse de 7^-rationalité ne peut être omise. Nous utilisons pour cela une 
obstruction d'un nouveau type, fondée sur les lois de réciprocité supérieure 
sur un schéma de dimension deux. Nous donnons aussi une famille d'espaces 
principaux homogènes pour laquelle cette obstruction raffinée à l'existence 
d'un point rationnel est la seule obstruction. 

Abstract. — Let K = C{{x,y)) ot K = C{{x)){y). Let G be a connected 
linear algebraic group over K. Under the assumption that the iC'-variety G is 
/f-rational, i.e. that the function field is purely transcendant, it was proved 
that a principal homogeneous space of G has a rational point over K as soon as 
it has one over each completion of K with respect to a valuation. In this paper 
we show that one cannot in gênerai do without the AT-rationality assumption. 
To produce our examples, we introduce a new type of obstruction. It is based on 
higher reciprocity laws on a 2-dimensional scheme. We also produce a family 
of principal homogeneous spaces for which the refined obstruction controls 
exactly the existence of rational points. 
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1. Introduction 



1.1. Le cadre. — Soient X un schéma régulier intègre de dimension 2 et 
un anneau local intègre R, hensélien, excellent, de corps résiduel k et p : 
X — Spec R un morphisme projectif surjectif satisfaisant l'une des conditions 
suivantes. 

(a) L'anneau R est un anneau de valuation discrète, les fibres de p sont 
de dimension 1, la fibre générique est lisse et géométriquement intègre. On 
appellera cela le cas <s courbe ». 

(b) L'anneau R est de dimension 2, et p est birationnel. On appellera cela 
le cas « local ». 

On note O le point fermé de Spec R. ^\ -p : X ^ Spec R n'est pas un 
isomorphisme, la fibre spéciale Xq = p~^(0) est une courbe projective, en 
général réductible, sur le corps k. 

Soit K le corps des fonctions rationnelles de X. Soit O = VLk la famille des 
valuations discrètes de rang 1 sur K. Pour u S on note le hensélisé de 

en î; et R-u son anneau des entiers. Tant dans le cas <s courbe » que dans le 
cas « local », on a la propriété suivante des groupes de Brauer : 

L 'application Br K — )• Hi-ef^ injective. 

Cette propriété, valable quel que soit le corps résiduel k, semble connue de 
plusieurs auteurs. Dans le cas <c courbe » et iî complet, on peut renvoyer à 
\10\ Thm. 4.3]. Pour R hensélien, on peut l'établir dans les deux cas par une 
combinaison de [9l Thm. 1.8] et [9l Prop. 1.14], comme expliqué dans le cas 
« local » dans \18\ §3]. 

Ceci donne donc un analogue du théorème de Masse, Brauer, Noether en 
théorie du corps de classes. 

Les problèmes suivants, analogues de problèmes résolus dans la situation où 
K est un corps global et l'ensemble de ses places ( |28| . [3]), ont fait l'objet 
d'un certain nombre d'études, que nous mentionnons plus bas. 

(1) Soit G un iT-groupe linéaire lisse. L'application naturelle 



a-t-elle un noyau trivial ? En d'autres termes, tout espace principal homogène 
(torseur) sous G qui a des points dans tous les pour v £ Q a-t-il un K- 
point ? 



H\K,G) ^llH\K,,G) 
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(2) Soit fi un A'-module galoisien fini. Soit i > 1 un entier. L'application 
est-elle injective ? 

(3) Soit Z une K-variété projective et lisse espace, géométriquement 
connexe, espace homogène d'un i('-groupe linéaire G. Si l'on a Z{Ky) non 
vide pour tout f € 17, a-t-on Z{K) non vide? 

Sans hypothèse sur le corps k, dans le cas « courbe », on peut citer des 
travaux de M. Artin (voir Grothendieck |13^ §3]), des auteurs et M. Ojanguren 
[9], de Harbater, Hartmann et Krashen |15|, I16|, Il7j et des auteurs |10j . Dans 
le cas « local », on peut citer [9] et Y. Hu |18| . 

Lorsque le corps k est séparablement clos, le corps K est alors un corps de 
dimension cohomologique 2, et les problèmes ci-dessus sont très proches des 
problèmes étudiés sur les corps globaux. On consultera le rapport général [24]. 
Tant dans le cas « courbe » que dans le cas -c local » on sait montrer dans de 
nombreux cas que l'on a H^{K,G) = (cf. H Thm. 1.2, Thm. 1.4]) pour G 
semisimple simplement connexe, ce qui ramène le problème (1) au problème 
(2) pour 1 = 2. Dans le cas <« local », on peut citer des travaux de Artin, Ford, 
Saltman, des auteurs et M. Ojanguren [9], des auteurs et P. Gille [8]. 

Lorsque le corps k est fini, dans le cas « courbe », le problème (2) a une 
longue histoire. On se restreignait classiquement aux valuations triviales sur 
l'anneau R. Pour H^{K, l'injectivité est une variante du théorème de dua- 
lité de Tate et Lichtenbaum sur les variétés abéliennes sur les corps p-adiques. 
Pour H^{K, fi^'^), l'injectivité est essentiellement un résultat de Kato |22j . 
Lorsque l'on prend toutes les valuations discrètes, on conjecture ( |10j dans 
le cas « courbe ») que pour G semisimple simplement connexe, la question 
(1) a une réponse affirmative. Ceci a été établi dans de nombreux cas ( |10j . 
|20j . [25]). La question (3) fait aussi l'objet d'une conjecture. Pour les qua- 
driques, des résultats sont obtenus dans [9], |20j . Un certain nombre de ces 
résultats utilisent l'invariant de Rost pour se ramener à l'énoncé de Kato sur 
H'^{K, n®"^). Dans le cas « local », on peut citer [g], [!§], [2D] . 

En ce qui concerne la question (2), on a donné des exemples ([UJ Rem. 3.1.2], 
[Hl §3.3, Rem. 2] dans le cas « local », \H)\ §6] dans le cas « courbe ») pour 
lesquels l'application 

H\K,Z/2) ^ Il H\K,, Z/2) 

n'est pas injective - à la différence de la situation sur un corps de nombres. 
Dans ces exemples, le graphe des composantes de la fibre spéciale géométrique 
n'est pas un arbre : il contient un lacet. Pour plus de détails, voir [16j . L'énoncé 
sur le groupe de Brauer montre que la question (2) pour i = 2 et fi = fin, avec 
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n > 1 entier inversible sur X, a une réponse affirmative. Dans le cas « courbe », 
Harbater, Hartmann et Krashen [17j viennent d'étendre ce résultat à tout 

W{K,nt^'~^^) pour i>2. 

Les exemples mentionnés à l'instant montrent qu'il convient de restreindre 
la question (1) au cas oii G est connexe. Supposons que k est algébriquement 
clos de caractéristique zéro. Dans le cas « local », on a montré ([8l Thm. 5.2 
(b) (ii)], m Thm. 7.9]) que la réponse à (1) est affirmative si G est un iî'-groupe 
linéaire connexe K -rationnel, i.e. de corps des fonctions transcendant pur sur 
K. Supposons de plus R complet. Dans le cas « courbe », Harbater, Hartmann 
et Krashen Thm. 8.10] ont établi le résultat que si G est un ET-groupe 
linéaire connexe K-rationnel , alors la réponse à la question (1) est affirmative. 
Ce résultat est une conséquence du théorème <« local » mentionné ci-dessus et 
d'un théorème local-global vis-à-vis d'un autre ensemble de surcorps de K, 
théorème fondamental des mêmes auteurs [151 Thm. 3.7], valable pour tout 
groupe iîT-rationnel sans aucune hypothèse sur le corps résiduel k. 

Pour G/K semisimple simplement connexe, non nécessairement ir- 
rationnel, on a pu dans certains cas utiliser l'invariant de Rost pour donner 
une réponse positive à la question (1) : voir jlOt §5], |20] . [25], |17j . 

Tous ces résultats, analogues d'énoncés bien connus pour les groupes 
linéaires sur un corps de nombres, laissaient ouvertes la question (1) pour les 
groupes linéaires connexes quelconques, et, déjà pour i = 2, la question (2) 
sur les modules galoisiens finis. 

1.2. Les résultats du présent article. — Nous montrons que déjà 
dans le cas où le corps résiduel k est algébriquement clos, tant dans le cas 
<. courbe » que dans le cas « local », il existe des K -groupes G connexes 
pour lequel le principe local-global pour les espaces principaux homogènes, par 
rapport aux places dans il, est en défaut : la question (1) a en général une 
réponse négative. 

Dans le cas « local », ceci répond à une question posée il y a dix ans ([8l 
§3.4, Question]). Dans le cas « courbe », ceci répond à une question motivée 
par jl5j et posée explicitement dans jlOj . 

Dans le cas <. courbe », nous donnons aussi de tels exemples avec k un 
corps fini, par exemple avec K le corps des fonctions d'une courbe sur un 
corps p-adique. 

Nous commençons par donner un tel exemple avec G un K-tore dont le 
groupe de Brauer non ramifié est non trivial, ce qui implique en particulier 
que la i^T-variété G n'est pas X-rationnelle. 

Des techniques connues permettent alors de donner un exemple de module 
galoisien fini tel que l'application H^{K,ij,) — )• Ylv^n H'^ i^v , fJ-) n'est pas 
injective (réponse négative à la question (2)). La présence d'un lacet dans la 
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fibre spéciale joue un rôle-clé dans la construction des exemples. Dans le cas 
« local »), ceci résoud une autre question posée il y a dix ans ([SI ibidem]). 

Mutatis mutandis, une méthode de Serre (pour K corps global) permet alors 
de construire un ii'-groupe G semisimple connexe (non simplement connexe) 
pour lequel la flèche diagonale H^{K, G) — )• ni;erj H^i^v-, G) a un noyau non 
trivial. 

Lorsqu'on dispose d'exemples sur un corps K' extension finie d'un corps K, 
la restriction des scalaires à la Weil permet de fabriquer des exemples sur le 
corps K. On peut en fin de compte donner des exemples, dans le cas « local », 
sur K = C((X, y)), corps des fractions du corps des séries formelles C[[X, y]] 
sur le corps des complexes, et dans le cas « courbe », sur K = C((X))(y). 

Pour obtenir nos exemples, nous introduisons et utilisons de façon concrète 
un nouveau type d'obstruction au principe de Hasse sur le corps des fonctions 
de schémas réguliers intègres de dimension 2. 

Nous exploitons les lois de réciprocité pour la cohomologie galoisienne des 
modules finis constants, ici simplement le module Z/2, aux points fermés de 
tels schémas, comme fournies par la théorie de Bloch-Ogus [2], développée par 
Kato |22j puis par Jannsen et Saito |21| en situation d'inégale caractéristique. 

Etant donnés un schéma X régulier intègre de dimension 2 de corps des 
fractions K, une ET-variété Z projective, lisse, géométriquement intègre et un 
élément du groupe de cohomologie non ramifiée {K{Z)/K, fi), où n est un 
module galoisien constant, la combinaison des lois de réciprocité sur X en les 
différents points fermés M de X permet de définir une obstruction éventuelle 
à la propriété suivante : si Z admet des points dans tous les hensélisés 
pour 7 courbe intègre sur X, alors Z admet un X-point. La construction et 
les propriétés de telles obstructions sont décrites au ^ 

Les K-toves utilisés dans nos exemples initiaux sont donnés par une équation 

{Xf - aYl){Xl - bYi)iXi - abYi) = 1 

avec a,b G . Tout espace homogène E sous un tel K-tore est donné par 
une équation 

{Xf - aY,^){Xl - bYi){Xl - abYi) = c 
avec c € . On a montré dans [7] que pour Z une X-compactification projec- 
tive et lisse de la K-variété E, le quotient Br Z/Br K est d'ordre au plus 2, et 
on a donné un générateur explicite A E 2Br Z = H^j,{K{Z)/ K,7j/2). Ceci est 
rappelé au ^ Au ^ nous discutons l'existence de points rationnels de E sur 
les hensélisés de K, et nous calculons les valeurs prises par A sur ces points, 
ce qui nous permet de calculer l'obstruction de réciprocité supérieure associée 
à A en un point fermé du schéma X. Nous étudions aussi le comportement de 
cette obstruction après éclatement d'un point de X. 

Nous sommes alors en mesure de construire, au ^ les exemples annoncés. 
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Au ^ SOUS l'hypothèse que le corps k est séparablement clos, nous montrons 
que si une variété Z du type ci-dessus a des points dans tous les hensélisés 
K^, et S'il existe un bon modèle X sur lequel la classe A € 261 Z ne donne 
pas d'obstruction de réciprocité supérieure, alors Z possède un K -point. Nous 
opérons pour ce faire une descente d'un nouveau type au-dessus du corps des 
fonctions de tels schémas. 

Une valuation discrète sur un corps K est ici une valuation discrète de 
rang 1, et le groupe de la valuation est Z. 

Si une telle valuation discrète est hensélienne, et que l'on note K le complété 
de K, pour toute i^- variété lisse Z, les conditions Z{K) / et Z{K) / sont 
équivalentes. 

Dans tout cet article, sauf mention du contraire, la cohomologie employée est 
la cohomologie étale des schémas, qui se spécialise à la cohomologie galoisienne 
sur les corps. 

2. Complexe de Bloch-Ogus et obstructions de réciprocité 

2.1. Complexe de Bloch-Ogus Kato. — Nous commençons par 
quelques rappels sur la théorie de Bloch-Ogus [2], en nous limitant au 
cadre qui nous intéresse ici. La théorie est bien documentée pour les variétés 
lisses sur un corps, il est plus délicat de trouver des références pour un schéma 
régulier quelconque. Il y a à cela deux raisons : on a besoin de théorèmes 
de pureté pour la cohomologie étale, et pour aller plus loin on a besoin de 
connaître la conjecture de Gersten. La pureté a été établie par Gabber. Mais 
la conjecture de Gersten n'est toujours pas connue dans le cadre régulier 
quelconque. 

Soit X un schéma excellent intègre de dimension 2. On note K le corps des 
fonctions de X. On note Af^*) l'ensemble des points de codimension i de X, 
et on note k{x) le corps résiduel en un point x £ X. Soit n > un entier 
inversible sur X. Pour i > 0, on note /i®* le produit tensoriel z-fois du faisceau 
étale fin (racines n-ièmes de 1) avec lui-même, on note fi^ = Z/n et, pour 

i < 0, on définit fif = Hom{fit^~'\z/n). 

Pour tout r G N et tout i G Z, on a le complexe de Bloch-Ogus arithmétique 

Ces complexes sont construits par Kato \22\ §1, Prop. 1.7] et étudiés de façon 
systématique par Jannsen et Saito |21| . Les applications résidus 
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pour 7 G et 

pour 7 G ^Y(^) et m E Af^^^ sont obtenues par normalisation et sommation à 
partir des résidus classiques sur un anneau de valuation discrète. 

Lorsque X est un schéma régulier, hypothèse que nous faisons désormais, 
sous certaines hypothèses, on peut donner des informations sur les groupes 
d'homologie du complexe ci-dessus : voir |22j et [27j . 

Considérons le complexe C2,2 : 

O^H\K,f,f)^ ^(7)Vk(7)""^ Z/n^O. 

On a H'^{C2,2) = CHQ{X)/n, où CHq{Y) désigne le groupe de Chow des 
cycles de dimension zéro sur un schéma Y. 

Sous l'hypothèse que l'on a Z/n ^ sur X, le premier groupe d'homologie 
de ce complexe, par un résultat de pureté de Grothendieck, est isomorphe au 
sous- groupe de n-torsion du groupe de Brauer de X. 

Proposition 2.1. — Soient X un schéma régulier intègre de dimension 2 
et un anneau local intègre R, hensélien, excellent, de corps résiduel k, puis 
X — )• Spec R un morphisme projectif. Supposons que l'on est dans l'un des cas 
suivants. 

(a) L'anneau R est un anneau de valuation discrète, les fibres de X ^ 
Spec R sont de dimension 1, la fibre générique est lisse et géométriquement 
intègre. 

(b) L 'anneau R est de dimension 2, et p est birationnel. 

Soit K le corps des fonctions rationnelles de X. Soit n > un entier inver- 
sible dans k. Supposons donné un isomorphisme Z/n ^ fin sur X . 
(i) On a un complexe naturel 

^ „Br K ^ k(7) V'c(7)^" ^ Z/n ^ 

covariant en X par morphisme propre de R-schémas. 
(a) Le complexe est exact en son troisième terme. 

Si k est un corps séparablement clos ou un corps fini, le complexe est exact 
en son premier terme. 

Si k est séparablement clos et la conjecture de Gersten vaut pour X et le 
faisceau alors ce complexe est une suite exacte. 

Si k est un corps fini et si la conjecture de Gersten vaut pour X et le faisceau 
fin, alors ce complexe est exact sauf au terme médian, où l'homologie est un 
sous-groupe de Z/n. 
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Démonstration. — Pour le point (i), en particulier pour la fonctorialité cova- 
riante par morphisme propre, nous renvoyons le lecteur à |21j . Voir aussi la 
remarque 12.41 ci-dessous. 

Comme R est hensélien, on a CHq{X) = 0. Ceci assure la nullité de l'ho- 
mologie au troisième terme. 

On a Br A' = si /c est séparablement clos (voir [9l Cor. 1.10]) et si k est 
fini (voir [9l Cor. 1.11]). Ceci assure alors la nullité de l'homologie au premier 
terme du complexe. 

Pour Xo/k une courbe sur un corps séparablement clos, on a H^^{Xq, ^®'^) = 
et, si Xç) est propre et connexe, i/|^(Xo, /i®^) = fin- 

Pour Xq/U une courbe propre géométriquement connexe sur un corps fini k 
de clôture algébrique fc^, on a 

(Xo,^f ) 4 H\k,H\Xo Xfc )) = H\k,f,n) = k^'/k''^ ^ Z/n, 

le dernier isomorphisme provenant de l'hypothèse TLjn ^ /i^. 

Le théorème de changement de base propre donne des isomorphismes 
Hl^{X, n®^) ~ Hl^{Xo,fif). On a donc Hl{X, ^f^) = si A; est séparablement 
clos et Hl^{X,ij!f) ^ Z/n si k est fini. 

Sous la conjecture de Gersten pour la cohomologie étale à coefficients 
sur le schéma Af, on a une suite exacte 

(2.1) ^ H\C2,2) ^ ^^'(Af,/if ) ^ H\C^^2) ^ H\C2,2) 

(on note ici H'^{Cj^i) le r-ième groupe d'homologie du complexe de groupes 
abéliens Cj,i). On a en particulier une inclusion H^{C2,2) ^ {'^ i l^'n'^) ^ ce 
qui achève la démonstration. □ 

Remarque 2.2. — Si A; est un corps fini, il est vraisemblable que le groupe 
H'iC^,2) = Ker[H'{K,f^f)^ H\K{x),f,n)] 

est nul. Dans le cas (b), pour R d'origine géométrique, c'est démontré dans 
[Hl Prop. 3.8]. Dans le cas (a), et pour R complet, c'est un résultat de Kato 
\22\ Thm. 5.2]. Pour k fini, le groupe d'homologie médian dans la proposition 
est alors égal à Z/n. 



Remarque 2.3. — Bloch et Ogus [2] ont établi la conjecture de Gersten 
pour la cohomologie étale pour les variétés lisses sur un corps. Le résultat a 
été étendu par L A. Panin |23j en 2003 aux schémas réguliers contenant un 
corps, en utilisant un théorème de Popescu. 
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Pour R une /c-algèbre de corps résiduel k séparablement clos, et n entier 
non nul dans k et X comme ci-dessus, on a donc une suite exacte : 

Cette suite exacte joue un rôle-clé au ^ci-dessous. 

Elle est analogue à la suite fondamentale de la théorie du corps de classes 
sur un corps global K (corps de nombres ou corps de fonctions d'une variable 
sur un corps fini) 

^ Br K (Bv&Qj.'Bi ^ Q/Z ^ 0. 

Remarque 2.4- — Plaçons-nous dans le cas « courbe ». Supposons donné 
un isomorphisme X/n ^ fin sur R. Soit F le corps des fractions de l'anneau 
de valuation discrète R. La fonctorialité covariante par morphisme propre du 
complexe de Bloch-Ogus pour le morphisme X — >• Spec R donne un diagramme 
commutatif de complexes 

nBr K ^ e^g;,! ^(7)x/^(7)"" ©.eA-c^) ^/^ 



^i?x/_pxn, 

qu'il est d'ailleurs facile d'établir directement. Les flèches verticales médianes 
sont nulles sur les composantes de Xq, et sont induites par la norme sur les 
corps de fonctions des autres courbes. Les flèches verticales de droite sont 
induites par le degré relatif au corps résiduel k. La commutativité de ce dia- 
gramme est facile à établir. Le seul point non trivial est la commutativité du 
carré de gauche, qui reflète la loi de réciprocité de Weil sur la fibre générique 
de X/R. 

Le noyau de la surjection /F^"^ — ;> Z/n est R^ /R^"^ -=> k^ /k^"-. Pour k 
séparablement clos, ce noyau est donc trivial ; pour k fini, il est isomorphe à 
Z/n. 

Il est vraisemblable que l'application depuis l'homologie médiane du com- 
plexe supérieur dans k^ /k^"^ s'identifie à la flèche composée 

H\C2,2) ^ Hl{X,fxf) 4 HUXo^IJ^T) ^ H\k,H\Xo A;„/.f )), 

où la première flèche est comme dans (|2.ip . la seconde est obtenue par le 
théorème de changement de base propre, et la troisième vient de la suite spec- 
trale de Leray pour la fc-courbe Xq. 
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2.2. Obstruction de réciprocité au-dessus d'une courbe. — Pour 
mettre les obstructions du paragraphe suivant en perspective, nous rappelons 
dans cette sous-section une obstruction introduite dans [6], utilisée dans jllj 
et dans |14j . Avec les notations ci-dessous, le cas particulier oii r = 2, i = 1 
et k = ¥ est un corps fini correspond à l'obstruction de Brauer-Manin sur le 
corps global ¥{X), du moins pour la torsion première à la caractéristique. 

Soit F un corps. Soit X une F-courbe géométriquement intègre, projective 
et lisse. Soit K = F(X). Soit n un entier premier à la caractéristique. Pour 
X € X^^^ on note le corps des fractions du hensélisé de l'anneau local Ox,x 
et F{x) le corps résiduel. 

Soit i G Ij. Nous prenons ici /i®* comme coefficients. On pourrait prendre 
tout module galoisien fini sur k d'ordre premier à la caractéristique de F. 

On a la longue suite exacte de localisation en cohomologie étale : 

L'application : H''{F{X), fif) H'"\F{x), fif-^) est le résidu en x. 
On dispose des applications de corestriction 

Cores^(,)/^ : H^~\Fix), ^ ^i). 

On a la loi de réciprocité de Weil généralisée : la suite suivante est un complexe 

H^iF{X),fif) ^ (B,^^,,,H^~\F{x),f,r~') ^ H^~HF,fif~^). 

Voir à ce sujet [29l Annexe, §3], et [121 §6.8]. 

Soit Z une X-variété intègre projective et lisse. Nous renvoyons à [5l §4] 
pour la définition et les propriétés de base de la cohomologie non ramifiée. 

La théorie de Bloch-Ogus (conjecture de Gersten pour la cohomologie 
étale) montre qu'en tout point P de la K-vaiiété lisse Z une classe dans 
H'^^{K{Z)/K,^xf) est l'image d'un (unique) élément de H''{Oz,p, fJ-f). Pour 
tout corps L contenant K, ceci définit un accouplement 

H:,{KiZ)/K,^f^) X Z{L) ^ H^{L,fif) 
{a,P) ^ a{P). 

Dans la situation ci-dessus, pour chaque x € X^^\ en utilisant le résidu en x, 
on obtient un accouplement 

H:,{K{Z)/K,f,f) X Z{K.,) ^ H^-\F{x),f,T-') 
{a,P,)^d,iaiP,)). 
Proposition 2.5. — (i) L'accouplement 

K,(K(Z)/K,/.f)x n Z{K,)^H^-\F,^lf-^) 
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{a,{Px})^ CoiesF(x)/Fidxio:{P:,))) 

est bien défini. 

(a) Sur l'image diagonale Z{K) ^ nxex(i) ^i^x), H ^st nul. 

Démonstration. — Pour établir (i), il suffit de montrer que pour presque tout 
X S X^^^ , l'application 

P^dx{a{P)) 

définie par a est nulle. Il existe un ouvert non vide U <Z X et Z ^ U xm 
modèle projectif et lisse de Z ^ Spec K. Une classe dans H^'{F{Z), fi®^) n'a 
qu'un nombre fini de résidus non nuls sur la F-variété lisse Z. Comme par 
hypothèse a a tous ses résidus nuls sur Z, quitte à restreindre U on peut 
supposer que a a tous ses résidus nuls sur Z. Soit alors x £ U et P £ Z{Kx). 
Soit Ox le hensélisé de l'anneau local de X en x. On a Z[Kx) = Z{Ox). Le 
point P définit donc un morphisme de Spec Ox dans Z. Soit N € Z l'image du 
point fermé de Ox. D'après Bloch-Ogus (la conjecture de Gersten) appliqué à 
la /c-variété lisse Z, la classe a est image d'un élément bien défini de l'anneau 
local {Oz,N, fJ-n^)- On voit alors que a{P) appartient à (Ox, iJ-n^), et a 
donc un résidu nul dans H^^^{F{x), fi'^'^"^). Ceci montre que l'accouplement 

K,iK{Z)/K,t,f)x n Z{Kx)^H^-HF,f,f-') 

xdXW 

{a,{Px})^ ^ CoiesF{x)/F{dx{a{Px))) 

est bien défini. Ceci établit le point (i). Le point (ii) est une conséquence de 
la loi de réciprocité de Weil sur la courbe X. □ 

Exemples 2.6. — On ne saurait espérer, même pour les variétés les plus 
simples, que cette obstruction cohomologique suffise à décider de l'existence 
d'un point. L'exemple suivant est une variante simple de celui donné dans [10^ 
Rem. 7.9]. Soit X/C((t)) la courbe elliptique donnée par l'équation affine 

= a{(j + l){a-t). 

Soit K son corps des fonctions. Soit Z/K la conique d'équation projective 

Au voisinage de tout point fermé x S X, on peut écrire a £ K comme le 
produit d'une unité en x et d'un carré. Comme le corps résiduel de tout tel 
point est un corps Ci, ceci implique Z{Kx) ^ pour tout tel point x. Comme 
Z est une conique, les applications H'^{K,Z/n) — )• Hl^^{K (Z) / K , Z / n) sont 
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toutes surjectives. Il n'y a donc pas d'obstruction de réciprocité donnée par la 
proposition 12.51 

La courbe elliptique X admet une réduction modulo t = d'équation affine 
= (T^(cr + 1) sur C, qui est birationnelle à = u + 1 et donc à Spec C[t] 

via p = T. a. La conique Z n'a pas de point dans le hensélisé Kt de K le 

long de t = 0, car le résidu de l'algèbre de quaternions (cr, t) est donné par 

a = T2-l GC(T)VC(r)^^ 

Ceci implique Z{K) = 0. Comme Z est une ET-compactification lisse d'un 

i^-tore, ceci donne aussi un exemple du même type pour de telles variétés. 

Cela donne aussi un exemple ori l'application Br if — H^exCi) n'est 

pas injective. 

2.3. Au-dessus d'une surface : de nouvelles obstructions de 
réciprocité. — Les obstructions suivantes à l'existence de points ra- 
tionnels, assez naturelles, avaient été proposées il y a quelques années. Faute 
d'application, elles n'avaient pas été publiées. Le présent article les met pour 
la première fois en œuvre. 

Proposition 2.7. — Soit X un schéma régulier excellent de dimension 2. 
Soit K son corps des fonctions. Soit n G N un entier inversible sur X et 
soient r € N et i G Z. Soit Z une K -variété projective, lisse, géométriquement 
intègre. Soit a € Hl^^{K {Z) / K , p®'^) une classe de cohomologie non ramifiée, 
(i) Pour tout point 7 de codimension 1 de X , on dispose d'une évaluation 

H:,iKiZ)/K,pf) X ZiK,) ^ H^{K,,pf) 

{a,P)^a{P) 
qui par application du résidu dy induit un accouplement 

(a) Supposons que X est un schéma au-dessus d'un corps. Pour tout a S 
H^^(K (Z) / K , ji'^'^) , il existe un ouvertU dépendant de a tel pour tout^ G 

^(1) 

appartenant à U l'application 

Z{K,)^H^-\K{^),pt^^-'^) 

définie par a a son image nulle. 

(m) Supposons que X est un schéma au-dessus d'un corps. On dispose d'un 
accouplement bien défini 

ia,{P,})^Y.^^MMHP,))) 

7 

et cet accouplement s'annule sur l'image diagonale de Z{K) dans W^^xW Z{Ky). 
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(iv) Si r = 1, ou si r = 2 et i = 1, les énoncés valent sans supposer que X 
est un schéma au-dessus d'un corps. 

Démonstration. — L'énoncé (i) résulte de la théorie de Bloch-Ogus pour la 
variété lisse Z sur le corps K. 

Il existe un ouvert non vide C/ C et un modèle projectif et lisse Z ^ U 
de Z/K. Pour a S H^^{K{Z)/K, fi'^^) donné, après restriction de U on peut 
assurer que a a tous ses résidus trivaux sur Z . Soit G Z{K^). Comme on 
a Z{K^) = Z{0^), le point s'étend en un morphisme Spec — )■ Z. Soit 
N l'image du point fermé de Spec O^. Par la théorie de Bloch-Ogus sur le 
schéma régulier Z (on utilise ici |23j ). la classe a provient d'une classe dans 
H'-{Oz,N,lj!i')- On a donc a(P^) S ) et donc d^{a{P^)) = 0. Ceci 

établit (ii) et donc le fait que l'accouplement en (iii) est bien défini. 

Par la conjecture de Gersten [2] pour la iT-variété Z, pour tout 
Q G H^j.{K{Z) / K, fi'^'^) et tout P G Z{K), la classe a est représentée par un 
unique élément de H^{Oz,p, f^n^), qui définit une classe a{P) G {K , fj.'^^) , 
dont l'image dans H^{K^, fi"^^) coïncide avec sa valeur calculée sur K^^. La fin 
de l'énoncé (iii) résulte alors du fait que les applications 9^ et d^^M définissent 
un complexe 

comme rappelé au début du paragraphe 12.11 

L'énoncé (iv) résulte du fait que dans ces deux cas, pour tout schéma régulier 
X de corps de fractions K, si une classe dans H^{K,iJ,'^^) a tous ses résidus 
triviaux sur X, alors elle provient de Hl^{X , fi"^^) . □ 

Remarque 2.8. — Sous les hypothèses de la proposition 12. 7| on voit donc 
qu'une condition nécessaire d'existence d'un i^-point sur Z est l'existence 
d'une famille {P^} G n7eA'(i) ^(-^7) ^^^^^ "l^^^i pour tout i, tout r, tout n, 
tout a G Hl^,.{K{Z)/K,i/f), et tout M G X^'^\ on ait 

^ô,,Af(ô,((a(P,))) = G H^~\K{M),^,t^^~^^), 
7 

011 la somme porte sur les 7 G X^^^ dont l'adhérence contient M. 

Remarque 2.9. — Soit y ^ X xm morphisme propre birationnel de sur- 
faces régulières intègres. Soit K le corps des fonctions rationnelles de X. 
Soit Z une ii'-variété projective, lisse, géométriquement intègre. Soit a G 
IP^^j.{K{Z)/K, fi^^). Sous les hypothèses de la proposition 12.71 s'il existe une 
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famille {P-y}^^y(i) telle que pour tout M G 3^(2) 

on ait 

^ô^,M(ô^((a(P^))) = 0, 

7 

alors la famille {Qç}^g;\:'(i) définie par = P^, oii 7 G 3^ désigne l'unique 
point de codimension 1 de 3^ au-dessus de ( satisfait, pour tout N G Af^^^ 

c 

Ceci résulte de la la fonctorialité covariante par morphisme propre du complexe 
de Bloch-Ogus (Prop.EH). 

On peut se demander s'il existe un énoncé permettant de remonter de pro- 
priétés sur X à des propriétés sur 3^. On en verra un exemple très particulier 
à la section 231 

Proposition 2.10. — Soient k un corps séparablement clos, R une k-algèbre 
locale intègre R, hensélienne, excellente, de corps résiduel k, de corps des 
fractions F, puis X un schéma régulier intègre de dimension 2 équipé d'un 
morphisme projectif X — )• Spec R. Supposons que l'on est dans l'un des cas 
suivants. 

(a) L'anneau R est un anneau de valuation discrète, les fibres de X ^ 
Spec R sont de dimension 1, la fibre générique est lisse et géométriquement 
intègre. 

(b) L'anneau R est de dimension 2, et p est birationnel. 

Soit K le corps des fonctions rationnelles de X . Soit n > un entier inver- 
sible dans k. Soit Z une K -variété projective, lisse, géométriquement intègre, 
et soit A G nBr Z . Fixons un isomorphisme ïjn^ fin- 

Supposons qu'il existe une famille {P'-/}j^xW' ^^^l^ Que la famille 
{dj{A{P^)}^^^(i) soit dans le noyau de la flèche ©-y^x^^il)^ ~^ 
©MeA'^^/'T- Alors : 

(i) Il existe a G Br ET tel que pour tout 7 on ait ^(-By) = a G Br K^, et cet 
élément a est uniquement déterminé. 

(a) Dans le cas (a), soit X = X Xfj F. Alors {d'y{A{P^)}^^-^(i) est dans le 
noyau de la flèche 

Y, Cores^(^)/fc: H\F{j), fi,,) ^ H\F, fi^)- 

Démonstration. — L'énoncé (i) résulte de la proposition 12.11 et du fait que 
comme k est séparablement clos, la flèche de résidu 



Br ir^^/c(7)V^(7) 
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est un isomorphisme. L'énoncé (ii) résulte de la remarque 12.41 et du fait que la 
flèche 

induite par la valuation est un isomorphisme. □ 

Remarque 2.11. — Pour k un corps fini plutôt que séparablement clos, 
l'énoncé ci-dessus ne vaut pas. On a une obstruction possible : la famille 
{d^{A{P^)}^^P^{i) pourrait être un élément non nul dans l'homologie du com- 
plexe de Bloch-Ogus, qui est alors un sous-groupe de Z/n (Prop. [2TT]) . 

Pour K un corps fini il serait intéressant d'utiliser les obstructions à l'exis- 
tence d'un K-point sur Z déflnies par le groupe H'^^{K{Z) / K, n®^). Voir à ce 
sujet [T4] . 

3. L'équation {Xl - aY^){Xl - hY^){Xl - abY^) = c 

3.1. Rappels. — Soit K un corps de caractéristique différente de 2, soient 
a,b,c £ , et soit Q le iîT-tore défini par 

(Xf - aY,^)iXl - bYi){Xl - abYi) = 1. 

Pour c G , on note E = Ec l'espace principal homogène sous Q défini par 
l'équation 

{Xl - aYl){Xl - bYi)iXl - abYi) = c, 
avec c £ . Tout espace principal homogène sous Q s'écrit ainsi pour un c 
convenable. 

Soit L la i^T-algèbre étale K[u,v]{u^ - a,v^ - b). Soit d G . Soit E'^ la 
J^- variété d'équation 

Normi/^(H) = d. 

La i^- variété E'^ est un espace principal homogène sour le i^-tore T d'équation 

Normi/j^(H) = 1, 

et tout espace principal homogène sous T est de la forme E'^ pour d convenable. 

Rappelons qu'un espace principal homogène E d'un i^-tore M a un point 
rationnel sur K si et seulement si la classe [E] € H^{K, M) est nulle. 

D'après [3 Prop. 3.1], on a une suite exacte de K-tores 

et l'application H^{K, Q) — H^{K, T) envoie la classe de E = Ec sur la classe 
de E'^. 

Le théorème 90 de Hilbert donne H^{K, G^) = 0. La suite exacte ci-dessus 
induit donc une injection fonctorielle en le corps de base 

H\K,Q) ^ H\K,T). 



16 J.-L. COLLIOT-THÉLÈNE, R. PARIMALA & V. SURESH 

Lemme 3.1. — Soient K un corps et M un K-tore. Il existe un K -groupe 
de type multiplicatif fini fj, et une inclusion fonctorielle en le corps de base 

Démonstration. — Soit L/K une extension finie galoisienne, de groupe de 
Galois G, déployant le K-tore M. Soit M le groupe des caractères de M. 
Soit Z[G]'^ — >• M une surjection de G-modules. Soit R son noyau, qui est sans 
torsion. Comme la catégorie des Q[G]-modules est semisimple, on peut trouver 
une injection de G-modules M (B R ^ 7L\G^ à conoyau fini. Par dualité, ceci 
fournit une suite exacte de /C-groupes de type multiplicatif 

1 ^ ^ ^ (iîi/^-G„)" ^ M XX ^ 1, 

(m R est un JC-tore, [x un /c-groupe de type multiplicatif fini et Rij^Gm est 
le descendu à la Weil de Gm pour l'extension L/K. Le lemme de Shapiro et 
le théorème 90 de Hilbert donnent H^{K, Ri^/^^Gm) = H^iL,Gm) = 0, on a 
donc des injections fonctorielles en le corps de base 

H^{K,M)® {K, R) ^ H'^{K,fi). 

□ 

Appliquant le lemme au cas M = T, on obtient une inclusion H^{K,T) ^ 
H^{K, fj.) fonctorielle en K, et donc aussi une inclusion H^{K, Q) ^ H^{K, fj,) 
fonctorielle en K. 

Soit Z une i^T-compactification lisse de E = E^. On sait que sur tout corps 
il existe une telle compactification, qu'on peut même choisir équivariante pour 
l'action de Q sur lui-même. On sait que l'on a Z{K) / si et seulement si 
E{K) 7^ 0. On a montré dans [7] que le groupe de Brauer de Z modulo le 
groupe de Brauer de K est engendré par la classe de l'algèbre de quaternions 

A = {Xl - aY^, h) G Br K{E). 

Dans le présent article, il nous suffira d'utiliser le fait évident que la classe A 
appartient à Br E. 

Cette classe peut s'écrire de multiples façons : 

(3.1) A = {Xl - aY^, h) = {Xl - aY^, ab), 

(3.2) A = {X^-bYi,a) + {c,ab) = {X^-bY^ ,ab)+{c,ab) = {c{Xl-bYi),ab), 



(3.3) A = {Xi-abYla) + {c,b) = {Xi - abY^, b) + {c, b) = {c{Xi - abY^) , b) . 
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3.2. Un exemple. — Soit R un anneau de valuation discrète hensélien, F 
son corps des fractions, k son corps résiduel, supposé parfait de caractéristique 
différente de 2, vr une uniformisante de R. On note v la valuation de F. 

Soient X = Pjj et X = ¥p. Soit K le corps des fonctions rationnelles sur X. 
Notons Spec R[x] = C P^. Notons rj le point générique de la fibre spéciale 

Soit c € F^ . La réunion des supports des diviseurs de x, x + 1, c et de la 
fibre spéciale est un diviseur à croisements normaux sur X = P^, et ce diviseur 
est un arbre, union de x = 0, x + 1 = 0, j; = oo et vr = 0. 

Soit Ec la A;-variété définie par l'équation 

{Xf - xy2)(x| - (x + l)Yi){Xi - x(x + 1)^32) = c. 

Proposition 3.2. — Avec les hypothèses et notations ci-dessus, supposons 
que k est le corps C des complexes, ou que k est un corps fini F dans lequel 
— 1 est un carré. 

(a) Pour tout point 7 G X^'^^ on a Ec{K^) 7^ 0. 
Les conditions suivantes sont équivalentes : 
(bl) E,{K) = 0. 
(h2) E.iKr,) = 0. 
(bSjc^F'^^. 

(b4) La proposition lEE appliquée à A = {Xf - aY^,b) £ Hl^{K{Ec),Z/2) 
et à la F -courbe X donne une obstruction de réciprocité à l'existence d'un 
point dans Ec{K). 

Démonstration. — Pour tout corps i extension finie de k, le quotient £^ /£^'^ 
a au plus deux éléments et —1 est un carré dans i. Un calcul simple montre 
qu'en tout point fermé 7 de la droite projective Pp, l'un de x, x + 1, x(x + 1) 
est un carré dans le hensélisé K^. Pour tout c G F^ et tout tout point fermé 
7 de la droite projective P^, on a alors clairement Ec{K^) / 0. 

Au point générique r/ de la fibre spéciale P^ C P|j, chacun de x, x + 1, 
x(x + 1) est une unité, mais aucun n'est un carré dans le corps résiduel en rj. 
Ceci implique que pour Xi,Yi G Kj^ tels que le produit 

{Xl - xYl){Xl - (x + l)Yi)(Xl - x(x + l)Yi) 

soit non nul, la valuation en r/ de ce produit est paire. 

Si la valuation v{c) est impaire, on voit que Ec{Krj) = 0. Ainsi Ec{K) = 0. 

Supposons la valuation de c paire. On peut supposer que c est une unité 
dans R. Si k = C, alors c est un carré dans R et de façon évidente Ec{K) 7^ 0. 

On confrontera l'équivalence entre (bl) et (b2) dans le cas k = C avec la 
proposition 16.21 ci-dessous. 

Soit A = {Xf — xY^,x + 1) G 2Br E^, qui est non ramifiée sur un modèle 
projectif et lisse Zc de Ec sur K. La proposition 5.1 (d) de [7j permet de 
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calculer l'obstruction associée k A £ H^j.{K{E)/ K,Z,/2) par la proposition 
12.51 On trouve que pour toute famille {P^ G E{K^)}, 7 parcourant les points 
fermés de P)^, 

^Cores^(^)/^9^(^(P^)) = c G F^'/F''^ = H\F,Z/2). 

7 

Ainsi E{K) = si v{c) est impaire, mais aussi si v{c) est paire et c non carré, 
ce qui peut se produire si /c = F est un corps fini. 

Supposons désormais k = ¥ fini. Si c G F^ n'est pas un carré, il existe un 
élément d £ F^ tel que les classes de c et d aient un cup-produit non nul dans 
H'^{F,Z/2). Notons B = AU (d) £ H^,.{K{E)/K,Z/2). On trouve que pour 
toute famille {Px G E{Kx)}, x parcourant les points fermés de Pp, 

Y, Cores^(,)/^ô,.(S(P,)) = c U d / G H\F, Z/2) = Z/2. 

X 

Ainsi l'application de la proposition 12.51 à B G H^^{K{E)/ K,7j/2) permet 
aussi d'établir Ec{K) = 0. On trouve ainsi une illustration des résultats 
généraux de Harari et Szamuely |14j . 

Supposons c G non carré. Soit L le corps global F(P^), qui est le corps 
résiduel de P|j au point rj. En utilisant le fait que x, x + 1 et c sont des unités 
en rj, on voit que Ec{Krf) 7^ si et seulement si l'on a Ec{L) ^ 0, oii on note 
Ec la L-variété définie par 

{Xf - xYl){Xl -{x + l)Yi)[Xl - x{x + l)Yi) = c 

sur le corps F. Par le même calcul que ci-dessus on vérifie qu'en toute place 
w de L, l'un de x, x + 1, x{x + 1) est un carré dans le complété L^. Ainsi 
Ec{L^) / pour toute place w de L. On dispose sur la L-variété Ec de 
l'algèbre de quaternions A = (Xf — xY^^x + 1) G Br E^, qui est non ramifiée 
sur tout modèle projectif et lisse. La proposition 5.1 (d) de [7] permet de 
calculer l'obstruction de Brauer-Manin associée à A. On trouve que pour tout 
point adélique {Pu,} de Ec, la somme inVu;(yl(P^)) est non nulle, et ceci 
implique Éc{L) = 0. On conclut donc Ec{Kr^) = et Ec{K) = 0. □ 

4. Calculs locaux 

4.1. Existence de points rationnels de E sur un corps value discret. 

— Soient R un anneau de valuation discrète, k son corps résiduel supposé 
de caractéristique différente de 2, et K son corps des fractions. On note v : 
— )■ Z la valuation associée. 



Lemme 4-1- — 



Soit d£ K 
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(i) Sid £ K^"^ , alors tout élément de peut s'écrire sous la forme x^—dy^ 
avec x,y £ K. 

Supposons R hensélien. 

(ii) Si v[d) est paire et d n'est pas un carré dans R, alors pour x,y £ K 
avec X? — dy"^ 7^ 0, la valuation v{x'^ — dy"^) est paire. 

(m) Si v{d) est impaire, alors les classes dans /K^"^ des valeurs prises 
par x^ — dy^ pour x,y £ K avec x^ — dy^ / sont exactement 1 et —d. 

(iv) Si v{d) est paire et d n'est pas un carré dans R, si de plus le corps k 
satisfait cd2K < 1, alors les valeurs prises par — dy'^ pour x,y £ K avec 
x^ — dy"^ 7^ sont exactement les produits d'une unité et d'un carré de K. 

Démonstration. — Sous l'hypothèse cd2K < 1, toute équation x^ — ay^ = /3 
avec a, /3 G possède une solution avec x,y £ k. □ 

Proposition 4 •2. — Supposons R hensélien. Soient a,b,c £ . On 
considère la K -variété E définie par l'équation 

{Xf - aYl){Xl - bYi){Xl - abYi) = c. 

(a) Si les trois conditions suivantes sont simultanément satisfaites : 

(i) les éléments a et h ont une valuation paire, 

(ii) aucun de a, h, ab, n'est un carré dans K, 
(m) la valuation de c est impaire, 

alors E{K) = 0. 

(h) Si l'on a cd2{n) <1, la réciproque est vraie. 
Démonstration. — Ceci se déduit aisément du lemme WÂ\ □ 

4.2. Valeurs prises par l'algèbre A£'Bt E sur un corps value discret. 

— Soit R un anneau de valuation discrète de rang 1 avec 2 £ R^ . Soit K le 
corps des fractions de et k son corps résiduel. On note vr une uniformisante 
de R. 

On a la suite exacte 

^ 2Br R 2Br K k^'/k'"'^ 1. 

On note d : 2Br K — )• / k^'^ l'application résidu. Elle envoie la classe d'une 
algèbre de quaternions (a, h) sur la classe 

Si R est hensélien, alors 2Br R ^ 2Br k et 2Br K — >• k^/k^^ est clairement 
surjectif. Si R est hensélien et cd2(^î) < 1, alors d : 2Br K ^ /k^'^. 

Proposition 4 -S. — Soient a,b,c £ . Soit E la K -variété E définie par 
{Xf - aYl){Xl - bYi)iXl - abYi) = c 
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Soit A = {Xl- oY^, h) G Br E. Soit evA : E{K) ^ Br K et soit A l'applica- 
tion composée 

E{K) ^ K ^ k"" / 1^"^ . 

P^d{A{P)). 

(i) Si h ou ab est un carré dans K, l'image de cva est 0. 

(a) Si a est un carré dans K, l'image de evA est (c, 6) ; si de plus c et b 
sont de valuation paire, l'image de A est 1. 

(m) Supposons R hensélien. Si v{a) et v{b) sont paires et a n'est pas un 
carré dans K, et si E{K) ^ 0, l'image de A est 1. 

(iv) Supposons R hensélien. Supposons qu'aucun de a,b,ab n'est un carré 
dans K, et que v{a) et v{b) ne sont pas toutes deux paires. 

Si v{a) est paire et v(b) impaire, l'image de evA est contenue dans 
{(c, b), {ac, b)}. 

Si v{a) est impaire et vijj) paire, l'image de cva est contenue dans 
{0,(-a,6)}. 

Si v{a) et v{b) sont impaires, l'image de cva est contenue dans {0, (—a, b)}. 
L 'image de A est contenue dans la réunion de deux classes ( éventuellement 
confondues) dans / k^"^ qui diffèrent par multiplication par { — iy^"'^''"^^^d{{a, b)). 

(v) Sous l'hypothèse de (iv), si de plus cd2(K) < l, alors les classes indiquées 
ci-dessus sont toutes dans l'image de cva, resp. dans celle de A. 

Démonstration. — Supposons d'abord que l'un de a, 6, ab est un carré dans 
K, auquel cas on automatiquement E{K) 7^ 0. Si a ^ K^"^, alors soit b soit 
ab est dans K^"^ et alors A = G Br d'après (|3.ip et (|3.3p . donc pour tout 
P e E{K), on a A{P) = G Br K. Si a G /C^^ alors A = {c,b) € Br E 
d'après ([331), donc pour tout P G E{K), on a A{P) = (c, b) G Br K. Si c et 6 
sont de valuation paire, ceci implique d{A{P)) = 0. Ceci établit (i) et (ii). 

Supposons que aucun de a, b, ab n'est un carré dans K. 

Si R est hensélien et si les valuations de a et de 6 sont paires, alors, pour 
tout P G E{K), de A= {Xf - aY^,b) on déduit d{A{P)) = 0, c'est-à-dire 
l'énoncé (iii). 

Nous ne détaillons pas ici les calculs faits pour établir (iv) et (v), qui utilisent 
le lemme 14.11 On doit dans chaque cas discuter selon la parité de la valuation 
de c. □ 

4.3. Obstruction de réciprocité attachée à l'algèbre A G Br en un 
point fermé d'un anneau local régulier de dimension 2. — Soit R un 
anneau local régulier excellent de dimension 2, avec 2 G R^ . Pour 7 un point 
de codimension 1 de Spec R on note aussi 7 sa fermeture dans Spec R et on 
note encore 7 G l'idéal premier de hauteur 1 de iî associé. 
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Notons M le point fermé de Spec R. C'est aussi le point fermé de Spec R/^ 
pour tout point 7 de codimension 1 de Spec R. Soit K le corps des fractions 
de R. 

On a un complexe 

2Br K ^ e^6fi(i)K(7) V^(7)^' ^ Z/2, 

avec 

ô^:2BrK^/î(7)V^(7)^' 

et 

a^,M:K(7)V'î(7)^'^Z/2. 

Soient a,b,c e . 
Soit 

E : (Xf - aYl){Xl - hYi){Xl - ahYi) = c 

et 

A = {Xl - aY^, b) = (c(X| - abYi),b) = (c(X| - 6^2^), a6) e Br ^. 

Supposons E{K^) 7^ en tout point de codimension 1 de Spec R. 
On veut calculer la valeur des sommes 

pour une famille {P^ G E{K^)}^^j^(i) . 

Pour simplifier, pour q G Br K^, on note ici 

Lemme 4-4- — Si l'un de a, b ou ab est le produit d'une unité de R par un 
carré de K, alors pour toute famille {-By} G Yl^ E{K^), on a 

Y, dM{d,{A{P,))) = Q. 

Démonstration. — Si 6 est le produit d'une unité de R par un carré de K, on 
peut supposer que b est une unité dans R. On a 

Y dM{d,{A{P,))) = Y dM{d,{Xl-aYlb){P,)) = Y Ôm((&)'^-(^^'-"^')(^-)). 
Puisque b est une unité, la classe b est une unité dans R/j donc = 0, 

et 

Y dM{d,{A{P,))) = 0. 
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Si ab est le produit d'une unité de R par un carré de K, on peut supposer que 
ab est une unité dans R. En utilisant A = {Xf — aY^,ab), le même argument 
que ci-dessus donne 

Y, dM{d^{A{p,))) = 0. 

Si a est le produit d'une unité de R par un carré de K, on peut supposer 
que a est une unité dans R, le même argument que ci-dessus donne 

Y dM{d,{A,{P,))) = 

pour Al = (X| — 61^2^) 0,)- Comme on a 

A = Ai + (c, ab), 

on obtient 

Y dM{d^{A{P^)) = J2 dM{d^{c,ab)), 

et le second terme est nul par la loi de réciprocité appliquée à (c, ab) G 2Br K. 

□ 

Lemme 4-5. — Soit R un anneau local régulier de dimension 2 et tï,5 un 
système régulier de paramètres. Si z £ R non nul a son diviseur supporté sur 
la réunion des diviseurs de vr et de ô, et si c'est un carré dans le corps des 
fractions du hensélisé du localisé de R le long de vr, alors z = u.tï'^^ .5'^^ G R 
avec u G R^ d'image un carré dans Rj-ïï, donc d'image un carré dans R/m. 

Démonstration. — C'est clair. □ 

Proposition 4 -S. — Si la réunion des diviseurs réduits de a et de b est un 
diviseur à croisements normaux, et si en tout 7 G iî(^) l'un de a, b ou ab est 
un carré dans K^, alors pour toute famille {P-y} G n7gK(i) -^(-^7)7 '^'^ ^ 

Y dMid,iAiP,)))=0. 

■yeRW 

Démonstration. — Cela résulte des lemmes 14.41 et 14. 5i □ 

Proposition 4-7. — Supposons que la réunion des diviseurs réduits de a et 
de b et de c est contenue dans un diviseur à croisements normaux défini par 
un système régulier de paramètres {ir,ô). 

On a alors les propriétés suivantes. 

(i) Pour toute famille {P-y} G n7e-R(i) -^(-^7)7 

Y dM{d^{A{P^))) = dM{dAA{P.))) + dMids{A{Ps))) G Z/2. 

■y£RW 
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Supposons qu'aucun de a, b ou ab n'est le produit d'une unité de R par un 
carré dans K . 

(a) Si le corps des fractions ^(vr) de R/tt satisfait cd2'î('/r) < \, alors pour 
Ptt variant dans E[Kt^), dMidiri-^iPir))) prend les deux valeurs dans Z/2. 

(m) Si le corps des fractions k{ô) de R/ô satisfait cà2n{à) < 1, alors pour 
Ps variant dans E{Ks), dM{d5{A{Ps))) prend les deux valeurs dans Z/2. 

Démonstration. — Soit 7 un point de codimension 1 de iî autre que vr et 
ô. Soit le corps des fractions du hensélisé de R en 7. En un tel point, 
v^{a) = 0, v^{b) = et v^{c) = 0. La proposition 14.31 montre alors que pour 
tout P^ G E{K^), on a d^{A{P-y)) = 0. Ceci donne l'énoncé (i). 

Si aucun de a, b ou ab n'est le produit d'une unité de R par un carré dans K, 
quitte à se débarrasser de carrés et à modifier le système régulier de paramètres 
en les multipliant par des unités, on peut supposer que l'on est dans l'un des cas 
suivants : (a, b) = (vr, 6), ou (a, b) = (vr, vr.^), ou (a, b) = {n.ô, ô), et c = utt'^ .S'^ 
avec u G R^ et r, s G Z. 

Supposons que le corps des fractions «;(7r) de R/ir satisfait cd2K(vr) < 1. 
La proposition 14.31 appliquée au hensélisé de l'anneau de valuation discrète 
Rt^ montre que dT^{A{PT^)), pour variant dans E{K.,^), prend deux va- 
leurs dans /î(7r)^/K(7r)^^ qui diffèrent par multiplication par ±5 7^ 1. Ainsi 
dM{dTt{A{PTr))) G Z/2, pour Pt^ variant dans E{Kt^), prend les deux valeurs 
dans Z/2. Ceci donne l'énoncé (ii), et la démonstration de (iii) est analogue. 

□ 

4.4. Comportement dans un éclatement. — Cette section sera utilisée 
au paragraphe m 

Proposition 4 -S- — Soit R un anneau local régulier intègre de dimension 2, 
de corps des fonctions K , de corps résiduel k séparablement clos, de ca- 
ractéristique différente de 2. Soit y l'éclaté de X = Spec R en le point fermé 
M de X et soit A G y^^'^ la courbe exceptionnelle introduite dans l'éclatement. 
Soient a,b,c £ , puis 

E : (Xf - aY,^){Xi - bYi){Xi - abYi) = c 

etA = (Xf - aV^, b) G Br E. 

Supposons que la réunion des diviseurs réduits de a et de b et de c est un 
diviseur à croisements normaux sur Spec R. 

Soit {P^ G E{K^)}^^^(i) une famille de points telle que 

dM{dj{A{P^))) = G Z/2. 
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Il existe alors un point P\ G E[K\) tel que pour tout point fermé N £ y on 
ait 

Y, dN{dç{A{Pç))) = e Z/2. 

Démonstration. — Il suffit d'établir l'énoncé pour les points N £ X. Toutes 
les égalités qui suivent sont dans Z/2. 

Soient (vr, 5) £ R des générateurs de l'idéal maximal de R tels que chacun 
de a et 6 soit produit d'une unité en M par des puissances de vr et de ô. 

Soit Sx le hensélisé de l'anneau local de 3^ en A et Kx l'anneau des frac- 
tions de Sx- Le corps résiduel de Sx est A;(P ) qui satisfait cd2A;(pi) < 1 par 
l'hypothèse faite sur k. 

L'éclaté au voisinage de M est obtenu par recollement de Spec R[t]/{-ir — tô) 
et Spec R[s]/{ô — stt). Dans la première carte, A est donné par (5 = 0, dans la 
seconde par vr = 0. 

Si l'un de a, b ou ab est une unité fois un carré en M, alors, comme k est 
séparablement clos, c'est un carré dans Sx, donc E{Kx) / 0. Par ailleurs, sous 
cette même hypothèse, en tout point N G \, l'un de a, b ou ab est une unité 
fois un carré en N, le lemme 14.41 montre que pour tout point G A et pour 
toute famille de points {-Pç € on a 

Si aucun de a, b ou ab n'est une unité fois un carré en M, on peut sup- 
poser que l'on a : {a,b) = (vr, (5) ou (a, 6) = (vr, vriJ) ou (a, 6) = {Trô,6). Dans 
la première carte, le couple (a, b) est, à multiplication par des carrés près, 
égal à l'un de {tS, 6), {tS, t), {t, 6). L'une des coordonnées a,b a une (5-valuation 
impaire. La proposition 14.21 donne E[Kx) 7^ 0. 

Pour 7 passant par M et différent de vr ou 5, a, 6 et c sont des unités dans 
R^, ce qui d'après la proposition 14.31 implique d^{A{P^)) = 0. 

L'hypothèse 

7eA'(i),A/67 

implique alors 

(4.1) dM{dAAiPn)))=dMid5{AiPs))). 

Soient A''i, resp. N2, le point de A C 3^ où le transformé propre de vr = 
(donné par t = 0), resp. de (5 = (donné par s = 0), rencontre A. 
Il nous faut montrer qu'il existe Px S E{Kx) tel que l'on ait 

dNAdx{A{Px))) = dNAdM{P^))) 
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et 

dN,{dx{A{Px))) = d^MiMPs))) 

et enfin 

dN{dxiA{Px))) = 

pour N £ X, N ^ Ni,N2. 
On a 

(4.2) ÔNAdAMPn))) = dM{d^{A{P^))) 
et 

(4.3) dN,{ds{AiPs))) = dMidsiA{Ps))). 

La proposition 14.31 et les hypothèses sur a, b, c impliquent que pour tout 
point Px € E{Kx), dx{A{Px)) est de la forme dx{{u,v)) avec chacun de u,v 
produit d'une unité en M et de puissances de vr et de ô. Une considération 
d'une des cartes locales de y montre immédiatement que pour une telle algèbre 
de quaternions {u, v) on a 

dN{dx{{u,v))=0 
pour N £ X, N Ni, N2. Ainsi, quel que soit le choix de on a 

dN{dx{A{Px)))=^ 

pour iV G A, iV / iVi,iV2. 

La loi de réciprocité sur la courbe A et l'élément dx{A{Px)) G k(A)^/k(A)^^ 
donne 

Y,dN{dx{A{Px))) = Q. 

N£X 

On a donc pour tout Px 

(4.4) dNAdx{MPx))) + dN,{idx{A{Px))) = 0. 

Dans la première carte de 3^, où A est donné par 6 = 0, sur lequel t = 
(transformé propre du diviseur vr = sur X) découpe le diviseur A^i on trouve, 
à multiplication par des carrés près, l'égalité de couples (a, b) = {tô, ô) ou 
(a, b) = {tS, t) ou (a, b) = {t, ô) et l'idéal maximal dans l'anneau local au point 
Ni est engendré par {t,ô). 

Comme le corps résiduel k(A) de 5a satisfait cd2K(A) < 1, la proposition 
14.31 appliquée au voisinage du point A^i de 3^ montre que l'on peut trouver 
Px £ E{Kx) tel que 

(4.5) ÔNAdxiMPx))) = dNAdAMP-.)))- 

Les égalités (jH]), (gS]), (1331), <SM et <SM imphquent alors 
dN,{{dx{AiPx))) = dN.mMPs)))- 

□ 
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5. Le principe local-global ne vaut pas en général 
5.1. Un énoncé semi-local. — 

Proposition 5.1. — Soit R un anneau semilocal régulier de dimension 
2, avec 2 G . Supposons que R a exactement trois idéaux maximaux 
mi,m2,m3, et que rrii = (vr2,7r3), m2 = (ttijTTs), ma = (vri,7r2), chacun 
des (vTj) étant un idéal premier. Soit K le corps des fractions de R. Soient 
a = Tr2'ïï'3, b = TTaTTi et c = ■KiTï2'K'i- Alors la K-variété d'équation 

{Xf - aY^){Xl - bYi){Xl - abYi) = c 

n'a pas de point rationnel sur K . 

Démonstration. — Soit Ki le corps des fractions du liensélisé du localisé de R 
en l'idéal premier TTj. Soit Ki le corps des fractions de R/t^î, corps résiduel de 
ce hensélisé. D'après la proposition 14.31 l'image de l'application composée 

E{Ki) ^ Ki ^ / , 

oii la première flèche est l'évaluation de A = {Xf — aY^ ,b) et la seconde 
l'application résidu, est contenue : 

pour i = 1, dans {— vr2, — vrs} ; 

pour i = 2, dans {1, vri.vra} ; 

pour i = 3, dans {l,7ri.7r2}. 

On considère l'application composée 

n Em ^ 2Br i^, ^ /Kf ^ Z/2 

i i=l i=l j=l 

définie à partir des applications d'évaluations de A et du complexe de Bloch- 
Ogus sur l'anneau semi-local R. Les indices j sont ceux des points fermés 
rrij. L'application / k^"^ — >• ©jZ^Z/2 envoie une classe 7 € K^^/^f ^ sur la 
valuation modulo 2 de 7 en rrij pour j ^ i et sur en nii. 

Pour tout idéal premier x de R autre que ceux définis par 7ri,7r2,7r3, a,b,c 
sont des unités dans Rx. La proposition 14.31 montre qu'en un tel x, pour tout 
point Px G E{Kx), on a = 0. 

Ceci implique que l'application composée 

E{K) ^ n ^(^^^) ^ i^i ^ < /Kf ^ Z/2 

i i=l i=l j=l 

est nulle. 

Pour i = 1, l'image dans 0^-1'^ Z/2 de (— 7r2), resp. (— vrs) dans k^/k^'^, 
consiste en (0,0,1), resp. (0,1,0). 
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Pour i = 2, l'image dans 0^1'^ Z/2 de 1, resp. tti-tts, consiste en (0,0,0), 
resp. (1,0, 1). 

Pour î = 3, l'image dans 0^1^ Z/2 de 1, resp. 7ri.7r2 consiste en (0,0,0), 
resp. (1, 1, 0). 

Aucune addition sur i = 1,2,3 de ces triplets (un par indice i) ne donne 
(0,0,0). Ainsi ^(i^) = 0. □ 

5.2. Contre-exemple au principe local-global pour les valuations. — 

Soit X un schéma intègre régulier excellent de dimension deux avec 2 inversible 
sur X, quasi-projectif sur un anneau, satisfaisant la condition suivante : 

Il existe un triplet de diviseurs intègres lisses Li d X formant triangle : 
pour i ^ j £ {1,2,3}, Lj n Lj est une intersection transverse en un point 
fermé mj., et les points mi^, k G {1, 2, 3} sont distincts. 

Soit K le corps des fonctions de X. 

Comme tout anneau semilocal a un groupe de Picard trivial, il existe des 
éléments vrj S K^,i = 1,2,3, de diviseurs 

divx{-ïïi) = Li + Di 

satisfaisant les conditions suivantes. 

(a) Le support du diviseur Di ne contient aucun des mi (et donc aucun des 
Li). 

(b) Le support du diviseur D2 ne contient aucun des mj (et donc aucun des 
Lj), ni aucune composante du support de -Di, ni aucun des points de rencontre 
des Li avec un point du support de Di. 

(c) Le support du diviseur D-^ ne contient aucun des rrii (et donc aucun des 
Lj), ni aucune composante du support de Di ou de D2, ni aucun des points 
de rencontre des Li avec un point du support de Di, ni aucun des points de 
rencontre des Lj avec un point du support de D2, ni aucun point de rencontre 
des supports des diviseurs Di et D2. 

Ces conditions impliquent que pour tout point fermé M de Af l'un des vr, 
est inversible en M. 

Proposition 5.2. — Avec les notations ci-dessus, soient a = ^27^3, b = ttstti 
et c = 'KiTT2'ir-s. Soit E la K -variété d'équation 

{Xl - aY^){Xl - bYi){Xl - abY-i) = c 

(i) La K -variété E n'a pas de point K -rationnel. 

(a) Supposons que les corps résiduels des points de codimension 2 sont 
séparablement clos, et que les corps résiduels des points de codimension 1 de 
X sont de 2-dimension cohomologique inférieure ou égale à 1. Alors pour tout 
anneau local hensélien intègre R, de corps des fractions F, et tout morphisme 
dominant Spec R ^ X , on a E{F) ^ 0. 
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Démonstration. — Soit B l'anneau semilocal de X dont les points fermés sont 
mi, 777-2, Î7i3. Sur cet anneau, la situation est exactement celle décrite dans la 
proposition 15.11 Ceci établit (i). 

Soit 7 un point de codimension 1 de X. On a 

divx{a) = L2 + + D2 + -D3, 

divx{b) = L3 + Li + Ds + Di, 

divx{c) = Li + L2 + L3 + Di + D2 + D3. 

Si l'on a v^{a) pair, alors 7 est une des composantes du support de D2 ou 
D3, oii elle apparaît avec multiplicité paire. Mais alors v.y{c) est pair. De la 
proposition 14.21 et de l'hypothèse cd2(K(7) < 1 il résulte alors : 

Pour tout point 7 de codimension 1 de X , on a E{K^) 7^ 0. 

Soient R un anneau local hensélien intègre R, de corps des fractions F, et 
Spec R ^ X xm morphisme dominant. 

Soit X l'image du point fermé de R. Ceci induit une inclusion locale Om,x ^ 
R et donc une inclusion locale O'i.j ^ R au niveau des hensélisés, puis une 
inclusion des corps de fractions ^ F. 

Si X = 7 est un point de codimension 1 de X, on vient d'établir E[K^) 7^ 0, 
on a donc E{F) / 0. 

Supposons que x = M est un point fermé de X. Les conditions imposées aux 
Di garantissent, comme on le vérifie aisément, que l'un au moins des VTj, soit 
TTjg, est inversible en x. Comme le corps résiduel de M est séparablement clos 
de caractéristique différente de 2, la classe de — vTjQ dans ce corps résiduel est 
un carré, elle l'est donc aussi dans le corps résiduel de l'anneau local hensélien 
R, et donc — vrj,j est un carré dans R G F. Ainsi l'image de 7TiTT2ir3 dans F est 
le produit d'un carré de F et du produit — Hi^io '^i- 

L'équation 

{Xf - 7r27TsYl){Xl - 7Ts'KiYi){Xi - 7Ti7r27rlYi) = vrivravra 

admet sur F une solution avec toutes les coordonnées sauf l^p nulles, ce qui 
achève la démonstration. □ 

Corollaire 5.3. — Soit R un anneau de valuation discrète hensélien, ex- 
cellent, de corps résiduel séparablement clos de caractéristique différente de 
2, et X /R un R-schéma régulier intègre, projectif sur R, à fibre générique 
une courbe lisse géométriquement intègre. Soit K le corps des fonctions de X . 
Supposons que la fibre spéciale réduite de X / R contient un triangle Li, L2, -^3- 
Choisissons les iTi £ K et a,b,c £ K comme dans la proposition 15.^1 Soit F 
la K -variété d'équation 

{Xf - aYl){Xl - bYi)iXl - abYi) = c. 
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Soit L = K{y/(î, Vb). Soit E' la K -variété d'équation 

Normi/;,-(H) = c^. 

Alors : 

(i) Pour toute valuation discrète 7 de K, de hensélisé K^, on a E{K^) 7^ 
et E'{K^) / 0. 

(ii) On a E(K) = % et E'{K) = 0. 

(m) Il existe un module galoisien fini fj, sur le corps K et une classe non 
nulle dans H'^{K,fi) qui s'annule dans chaque H'^{K^,fi). 

(iv) Il existe un K -groupe semisimple connexe G et un élément non trivial 
de II^{K,G) d'image triviale dans chaque H^{K^,G). 

Démonstration. — On commence par observer que tout anneau de valuation 
discrète T du corps des fonctions de X contient le groupe 2-divisible et donc 
l'anneau R, donc, puisque X/R est projectif, définit un morphisme dominant 
Spec T^X. 

Les énoncés pour E résultent immédiatement de ce qui précède. Ceux pour 
E' et pour ^ résultent des rappels du paragraphe [3l selon lesquels : 

(a) on a une injection 

H\K,Q) ^ H\K,T), 

envoyant la classe de E sur celle de E' , et fonctorielle en le corps de base K. 

(b) Pour fi un module galoisien fini convenable, on a une injection 

fonctorielle en le corps de base K. 

Une fois établi l'énoncé (iii), il suffit de recopier l'argument de Serre ( |29l 
Chap. III, §4.7]) pour obtenir l'énoncé (iv). L'énoncé (iii) est en effet l'analogue 
dans notre contexte du lemme 8 de Serre (lemme d'arithmétique « nettement 
moins trivial »). Le lemme 9 de |29j vaut aussi dans notre contexte : le groupe 
noté 5 est une restriction à la Weil d'un produit de groupes SLn, on a donc 
H^{F,S) = sur tout surcorps F du corps de base. La démonstration du 
théorème 8 de |29j est formelle à partir des lemmes 8 et 9 de |29j □ 

Remarque 5.4- — Soit R = C[[t]]. Dans la situation du corollaire 15. 31 on peut 
choisir les vTj dans la proposition 15.21 de telle façon que l'obstruction définie au 
^2.21 provenant de la loi de réciprocité de Weil sur la courbe X = X Xji K, 
ne permette pas d'établir E{K) ^ 0. Dans le cas ici considéré, le seul groupe 
de cohomologie qui puisse via la proposition 12.51 donner une information est 
H^^{K{E)/K,Z/2), groupe qui est engendré modulo H'^{K,Z/2) par la classe 
de l'algèbre de quaternions A. 

Avec les notations ci-dessus, les diviseurs des vTj sur la fibre générique X 
sont deux à deux disjoints. 
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On calcule les valeurs possibles pour 

pour V G et P„ G ^^(i^t,). 

En utilisant la proposition 14.31 on trouve : 

Si toutes les valuations v{7ri) sont paires, on obtient 0. 

Si v{'7Ti) est impair, on trouve W2 et W^. 

Si v{'K2) est impair, on trouve et vfi.vfa 

Si v{'7T3) est impair, on trouve et 7fi.7f2. 

Pour tout V G X(^), la corestriction Z/2 = k{vY/k{v)''^ k"" /k^"^ = Z/2 
est l'identité. Passant en notation additive, on voit que l'on a 

Y, Cores,(,)/fc(c>„(^(P,))) = 1 G Z/2 

pour toute adèle {-Pi,} si et seulement si l'on a les trois propriétés suivantes : 
Si f (vTi) est impair on a 7f2 = vfs, et il existe un nombre impair de tels v 

avec If 2 = Tfs non carré dans k{v)^ . 
Si ^(772) est impair, vfi = vfa. 
Si f (vTa) est impair, vfi = 7f2. 

Or on peut choisir les vr^ dans la construction ci-dessus de façon qu'il y ait 
une valuation v G X^^^ avec v{tt2) impair et vfi 7^ W^. Voici comment. Une 
fois choisi vri, on choisit une place v quelconque non dans le diviseur de vri sur 
X. On choisit tt2 comme ci-dessus, avec la condition suppléméntaire d'avoir 
^{"^2) = 1- Ceci est possible car le groupe de Picard d'un anneau semilocal est 
nul. Le corps résiduel L en v est le corps des fractions d'une extension finie de 
K, on a / L^'^ = Z/2. On choisit alors vrs comme ci-dessus, avec la condition 
supplémentaire que sa classe dans /L^"^ diffère de celle de vri. C'est possible 
par l'indépendance des valuations sur le corps des fractions d'un anneau de 
Dedekind. 

Il existe alors une famille {Pv} telle que 

Y, Cores,(„)/fc(ô„(A(P„))) = G Z/2. 

La proposition 12.51 ne permet donc pas de montrer E{K) = 0, résultat que 
nous obtenons en utilisant les obstructions de réciprocité supérieure sur la 
surface X. 

Lemme 5.5. — SoitR un anneau de valuation discrète de corps résiduel k un 
corps parfait de caractéristique différente de 2. Soient K le corps des fractions 
de R et Tï une uniformisante. Le modèle propre minimal régulier X /R de la 
courbe elliptique sur K d'équation affine 
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est de type I3, la fibre spéciale est réduite, elle est réunion de trois courbes 
isomorphes à Fl se coupant deux à deux transversalement en un unique point 
k-rationnel. 

Démonstration. — On applique l'algorithme de Tate \30\ Chap.IV, §9]. □ 

Exemples 5.6. — (a) Soient R = C[[t\] et F = C((t)). Le modèle régulier 
minimal '^/C[[t]] de la courbe elliptique sur C((t)) d'équation affine 

y'^ = + x'^ + t^, 

est d'après le lemme ci-dessus de type I^. Cela fournit un exemple concret 
pour le corollaire 15.31 

On peut aussi partir d'une courbe elliptique sur C{{t)) dont le modèle 
régulier minimal dans la classification de Kodaira-Néron (cf. [301 Chap. IV, 
Thm. 8.2]) est de type Ii, resp. I2, et éclater deux fois, resp. une fois, en des 
points convenables pour obtenir que la fibre spéciale réduite est un triangle. 

(b) Soit K' le corps des fonctions d'un schéma A' comme en (a). C'est une 
extension finie (de degré 2) du corps K = C((t))(P^) = C{{t)){x). Soit G' un 
i^'-groupe algébrique linéaire. Le descendu à la Weil G = R^'/kG' est un 
iC-groupe linéaire. Si le i^T'-groupe G' est commutatif, resp. fini, resp. un tore, 
resp. semisimple, resp. semisimple simplement connexe, les propriétés corres- 
pondantes sont satisfaites pour le A'-groupe G. On a une bijection fonctorielle 
en le corps de base H^{K' , G') ~ H^{K, G) qui à la classe d'un A'-espace prin- 
cipal homogène E' sous G' associe la classe du iT-espace principal homogène 
E = Rk'/rE' sous g. Pour G' commutatif, on a H'-iK', G) ~ H^-^K, G) pour 
tout entier r > 0. Les valuations discrètes sur K entretiennent avec celles de 
K' les relations usuelles. Ce procédé bien connu permet de déduire de tout 
contre-exemple au principe local-global par rapport aux hensélisés en les va- 
luations discrètes de F' pour un F'-groupe d'un type donné (tore, semismple, 
fini, commutatif) un contre-exemple à ce même principe sur K = C((t))(x), 
pour un A'-groupe convenable de même type. 

Corollaire 5.7. — Soit R un anneau local normal, hensélien, excellent de 
dimension 2, à corps résiduel algébriquement clos de caractéristique différente 
de 2. Soit p : X ^ Spec R une désingularisation de R, c'est-à-dire que X est 
régulier et le morphisme p est projectif et birationnel. Supposons que le diviseur 
réduit associé à la fibre de p au-dessus de l'idéal maximal de R contient un 
triangle. Choisissons les TTi & K et a,b,c £ K comme à la proposition \5.Si 
Soit E la K -variété d'équation 

[Xl - aY^){Xl - bYi){Xi - abYi) = c. 

Alors : 
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Soit L = K{y/(î, Vb). Soit E' la K -variété d'équation 

Normi/x(H) = c^. 

Alors : 

(i) Pour toute valuation discrète 7 sur K, de hensélisé K^, on a E{Ky) 7^ 
et E'{K^) / 0. 

(ii) On a E{K) = $ et E'{K) = 0. 

(m) Il existe un module galoisien fini fi sur le corps K et une classe non 
nulle dans H'^{K,fj.) qui est triviale dans H'^{K^,fj.) pour chaque valuation 
discrète j de K. 

(iv) Il existe un K -groupe semisimple connexe G et un élément non trivial 
de H^{K,G) d'image triviale dans H^{K^,G) pour chaque valuation discrète 
7 de K . 

Démonstration. — On commence par observer que tout anneau de valuation 
discrète du corps des fractions de R contient le groupe infiniment 2-divisible 
, donc aussi l'anneau R. Le reste de la démonstration est entièrement ana- 
logue à la démonstration précédente. □ 

Exemples 5.8. — Rappelons un exemple concret fourni par Gabber (|8l §3.4, 
Remark 2] ) : on prend R = C\\x,y, z\\/ {xyz -\- x^ -\- y'^ -\- z^). On peut vérifier 
que dans la fibre d'une résolution X — )• Spec R au-dessus du point singulier 
(x, y, z) = (0, 0, 0) on a un triangle. 

On a dans ce cas une inclusion C\\x, y]\ C R, et une extension finie de corps 
des fractions K/C{{x,y)). En utilisant un argument de restriction du corps 
de base à la Weil, comme à la remarque 15.61 on construit des exemples sur le 
corps C((x, y)). 

Le corollaire 15.71 et l'exemple 15.81 répondent à la question posée à la fin 
du §3 de [8]. On notera que pour un i^-groupe fini commutatif déployé /i, 
l'application 

7 

est injective pour K et les valuations 7 comme au corollaire 15. 31 ou au corollaire 

EZl 

5.3. Exemples au-dessus d'un anneau de valuation discret complet à 
petit corps résiduel. — L'hypothèse que le corps résiduel des points fermés 
est séparablement clos nous a permis de donner une construction relativement 
simple et indépendante de la nature de la surface X. 

Nous relâchons ici l'hypothèse sur les corps résiduels aux points fermés, en 
nous limitant au cas « courbe ». 



LOIS DE RÉCIPROCITÉ SUPÉRIEURES ET POINTS RATIONNELS 



33 



Proposition 5.9. — SoitR un anneau de valuation discrète complet de corps 
résiduel k parfait de caractéristique différente de 2, F son corps des fractions et 
X /R un R- schéma projectif régulier intègre à fibre générique une courbe lisse 
et géométriquement connexe. Soit K son corps des fonctions. Supposons que 
la fibre spéciale Xo/k est une union transverse de trois courbes Li,i = 1,2,3, 
chacune k-isomorphe à P^, formant triangle, les 3 points d'intersection étant 
k-rationnels. 

Quitte à remplacer R par une extension finie étale, il existe des éléments 
a,b,c £ K tels que la K -variété définie par 

{Xl - aYl){Xl - bYi)iXl - abYi) = c. 

n'ait pas de point dans K , mais ait des points dans tous les complétés de K 
pour les valuations discrètes de ce corps. 

Démonstration. — Le foncteur Ri — >■ Ri 0^ k = ki est une équivalence de 
catégories entre les extensions finies étales d'algèbres locales henséliennes Ri/R 
et les extensions finies séparables de corps ki/k ( |26l Corollaire, p. 84]). 

Pour Ri/R de ce type, le schéma X Ri est un schéma régulier intègre, 
de fibre spéciale Xq /ci admettant exactement la même configuration que 
Xo/k. 

Soit A le semilocalisé en jni, 171,2,771,3, et soient, par abus de langage, 
7771,7772,777,3 les idéaux maximaux associés. Soit tti £ A satisfaisant div;f(7ri) = 
Li + Di, le support de Di ne contenant aucun de 7771,777,2,7713. Soit £ A 
tel div;f (7r2) = L2 + -D2, le support de D2 sans composante commune avec 
celui de Di, ne contenant aucun des rrii ni aucun des points d'une intersection 
Li n Supp{Di). 

Soit TTs G A tel que div;i:'(7r3) = L3 + L'3, le support de sans composante 
commune avec celui de Di ou de D2, ne contenant aucun des 77ij ni aucun des 
points d'une intersection Lj n Supp{Di) ou Li n Supp{D2). 

Alors 7ri,7r2,7r3 G A sont des éléments premiers définissant respectivement 
Li,L2,L3. Dans A, on a 7711 = (7r2,7r3), 7772 = (vri,7r3) and 7713 = (7ri,7r2). 

Soit a = 7r27r3, b = tï^t^i et c = '7ri7r27r3. Soit E la ii'-variété définie par 

{Xl - aYl){Xl - bYi){Xl - abYi) = c 

Notons k une clôture algébrique de k. Pour chaque permutation {i,j,k) de 
(1,2,3), il existe une extension finie ki/k telle que la classe de l'algèbre de 
quaternions définie par {nj^Trk) sur le corps des fonctions k{Li) s'annule sur 
ki{Li). Le groupe de Brauer de k{Li) est en effet nul (théorème de Tsen). 

Soit T l'ensemble fini de points fermés 

T = Llij{Li n Supp{Dj)) U {7771,7772,7773}. 

Pour chaque P £ T, l'un au moins des vrj est une unité en P. On choisit un 
tel TTj, et on pose up = i^tiP) £ k{P)^ . 
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Soit k' une extension galoisienne finie de k contenant tous les corps k^i et 
tous les corps n{P){y/ûp) for P G T, et aussi \/— î. 

Remplaçons R par l'extension finie étale locale R' /R de corps résiduel k' , 
et F par le corps des fractions F' de R' . 

Quitte à changer les notations, sur ce nouvel anneau, renommé R, de corps 
des fractions renommé F, on a k = ki pour tout i et k = k[P){^Jup) pour 
tout P e T. 

Comme la preuve de la proposition 15.11 ne dépend pas du corps résiduel /c, 
elle donne E{K)=%. 

Montrons que E possède des points dans tout hensélisé de K en une 
valuation v discrète. 

Soit X Çi X \e centre de la valuation. 

Supposons d'abord que le point x est le point générique de l'une des com- 
posantes Li de la fibre spéciale Xq. 

Supposons que x est le point générique de Li. L'algèbre de quaternions 
est déployée sur le corps k{Li). Il en est donc de même de l'algèbre 
(7r27r3, — 7r2). L'équation 

a donc une solution {u, v) dans le hensélisé de l'anneau local en x, et E possède 
donc le point rationnel (u, v, 0, 1, 1, 0) sur Kx- Le calcul aux points génériques 
de L2 et L3 est le même. 

Supposons que x est un point fermé M de X, donc un point fermé de la 
fibre spéciale. 

Supposons d'abord M ^ T. Le point M appartient à l'une des composantes 
Li de la fibre spéciale. Supposons que ce soit Li. Alors 7r2 et tt^ sont des unités 
en M. L'algèbre de quaternions {it2,tt3) est donc non ramifiée au voisinage 
de M. Dans le corps résiduel de Li, sa classe est nulle. Ceci implique que sa 
classe est nulle dans le corps résiduel de M, et donc aussi dans le groupe de 
Brauer du hensélisé de l'anneau local de X en M. L'équation 

X'^ — 7r27r3y^ = — 7r2 

a donc une solution {u,v) dans Km, et E possède donc le point rationnel 
{u, V, 0, 1, 1,0) sur Km- Le calcul pour M dans L2 ou L3 est le même. 

Supposons M £ T, donc k(M) = k, et M £ Li. Alors 7r2 ou 713 est une 
unité en M, et pour l'un au moins d'entre eux, disons que ce soit tt2, la valeur 
7r2(M) £ k^ est un carré non nul, donc tt2 est un carré dans le hensélisé en M 
et donc dans Km- La K- variété E admet alors un point évident de la forme 
(0, u, 1, 0, 0, 1) dans Km- Les autres cas sont analogues. 

Si le point x est de codimension 1 et situé sur la fibre générique X = XxptF, 
comme R est hensélien, l'adhérence de x sur X rencontre la fibre spéciale en 
un unique point fermé, qu'on notera M. Cette adhérence est le spectre d'un 
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anneau local hensélien S, fini sur R, de corps résiduel k{M). On reprend alors 
la discussion ci-dessus. 

Si l'on a M ^ T, et M G Li, l'algèbre de quaternions (7r2,'7r3) est non 
ramifiée au voisinage de M, donc en particulier sur Spec S, et sa classe est 
nulle dans le corps résiduel de S, donc aussi dans Br S, donc dans Br k{x). 
L'équation 

— 7r27r3y^ = — 7r2 

a donc une solution {u,v) dans K^, et E possède donc le point rationnel 
(u, V, 0, 1, 1,0) sur Kx- Le calcul pour M dans L2 ou L3 est le même. 

Si l'on a M G T, donc k{M) = k, et M € Li. Alors par exemple tt2 est une 
unité en M et un carré dans le corps résiduel, il induit donc une unité sur S 
qui est un carré dans le corps résiduel de S, c'est donc un carré dans S et dans 
le corps des fractions de S. La i^-variété E admet alors un point évident de 
la forme (0, n, 1, 0, 0, 1) dans Km- Les autres cas sont analogues. □ 

Remarque 5.10. — On peut ainsi de multiples façons produire une courbe 
projective et lisse X sur un corps p-adique, de corps des fonctions K, et une 
i^-variété E, espace homogène d'un K-toie, telle que E ait des points dans 
tous les complétés de K en ses valuations discrètes, mais n'ait pas de iîT-point. 
On fabrique un exemple concret en partant de la courbe sur le corps Qp {p 7^ 2) 
d'équation 

dont le modèle propre minimal régulier sur Zp est d'après le lemme 15.51 du 
type voulu, et en passant à une extension finie non ramifiée convenable de Qp 
suivant la procédure décrite dans la proposition 15.91 

En utilisant un argument de restriction du corps de base à la Weil, comme à 
la remarque l5.6|, sur tout corps Qp(x), avec p / 2, on peut donner des exemples 
de tores et de groupes semisimples ayant un espace principal homogène qui 
a des points dans tous les hensélisés de Qp{x) par rapport aux valuations 
discrètes, mais qui n'a pas de point sur Qp(x). 

5.4. Traduction des exemples à la Harbater Hartmann Krashen. 

— Soient R un anneau de valuation discrète complet, k son corps résiduel et 
F son corps des fractions. Soit K le corps des fonctions d'une courbe projec- 
tive, lisse, géométriquement intègre sur F. Soit X un schéma régulier intègre 
de dimension 2, propre et plat sur Spec(iî), de corps des fonctions K. Soit Xq 
la fibre spéciale réduite de X et soit V un ensemble fini de points fermés de Xq 
qui contient tous les points singuliers de Xq. Soit U l'ensemble des composantes 
connexes de Xq \ V. Pour tout point P de X, notons Kp le corps des fractions 
du complété de l'anneau local de X en P. Soit t £ R une uniformisante. 
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Pour U gU, notons Ru le sous- anneau de K formé des fonctions rationnelles 
sur X qui sont régulières aux points de U. Soit Kjj le corps des fractions de 
la complétion t-adique de Ru. 

Soit G un groupe algébrique linéaire lisse sur K. On note 

UIt>{X,G) = keT[H\K,G) ^ JJ H^{Kç,G)] 

C&VVJU 

et 

mQ{X,G) =\eT[H^{K,G) ^ W H\Kp,G)]. 

P&Xo 

Dans cette dernière définition, P parcourt tous les points de la fibre spéciale, 
y compris les points génériques des composantes. 

Harbater, Hartmann et Krashen [151 Thm. 3.7] ont montré que si G est 
connexe et ii'-rationnel, alors nip(Af, G) = 1. Dans |16[ Cor. 5.9], ils montrent 
que pout tout groupe algébrique linéaire G sur K, lIIo(A', G) = U-pIII-p(A', G), 
où V parcourt tous les ensembles finis de points fermés de X contenant tous 
les points singuliers de Xq. 

Ils montrent également Prop. 8.4] que l'on a a une suite exacte d'en- 
sembles pointés 

l^moiX,G)^miK,G)^ Il H\Kp,G). 

Ici Xo,o est l'ensemble des points fermés de Xq, et 

U1{K,G) = KeT[H\K,G) YIh^{K^,G)]. 

ven 

Proposition 5.11. — Il existe un anneau de valuation discrète complet R 
de corps résiduel k séparahlement clos de caractéristique différente de 2, de 
corps des fractions F, un R-schéma régulier intègre, propre et plat sur Spec R 
de fibre générique une F-courbe projective, lisse géométriquement intègre, de 
corps des fonctions K, et un K-groupe connexe lisse G, non K -rationnel, et 
un ensemble V de points fermés comme ci-dessus tels qu'aucun des ensembles 
IIIo('^,G), ïn.-p{X ,G) et III(i^, G) ne soit réduit à un élément. 

Démonstration. — En utilisant la proposition 15. 2^ le corollaire 15.31 et les 
exemples 15.61 on trouve un ET-groupe G et un élément non trivial dans 
UI{K,G) dont l'image dans chaque H^{Kp,G) pour P point fermé de X est 
triviale (voir le point (ii) de la proposition 15.2p . L'énoncé résulte alors des 
rappels ci-dessus. □ 
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6. Une descente 

Théorème 6.1. — Soit k un corps séparablenient clos de caractéristique 
différente de 2. Soit R une k-algèbre locale intègre, excellente, hensélienne, 
de corps résiduel k. Soit X un schéma régulier intègre de dimension 2 équipé 
d'un morphisme projectif plat p : — )• Spec R. Supposons que l'on est dans 
l'une des situations suivantes : 

(a) L'anneau R est un anneau de valuation discrète, les fibres de p sont de 
dimension 1, la fibre générique est lisse et géométriquement intègre. 

(b) L 'anneau R est de dimension 2, et p est birationnel. 
Soit K le corps des fonctions rationnelles de X . 

Soient a,b,c £ . Soit E la K -variété définie par l'équation 

{Xf - aY^){Xl - bYi){Xi - abYi) = c. 

Soit A = {X^ - aV^, b)eBv E. 

Supposons que le support de la réunion des diviseurs de a et b et c sur X 
est à croisements normaux stricts. 

S'il existe une famille de points locaux G E{K^) pour 7 E X^^^ et le 
hensélisé de K en 7 telle que la famille d^{A{P^)) pour les 7 G X^^^ soit dans 
le noyau de 

alors E{K) / 0. 

Démonstration. — Si l'un de a, 6, ab est un carré dans alors E{K) ^ 0. 
Supposons donc qu'aucun de a, 6, ab n'est un carré dans K. Soit L = K{Vb). 

Par un résultat d'Abhyankar [U Theorem 8, p. 77], quitte à remplacer X par 
un éclaté, on peut supposer que la clôture intégrale de X dans L est un schéma 
régulier. D'après la proposition I4.8t l'hypothèse d'existence d'une famille {P-y} 
comme dans l'énoncé est préservée par tout éclatement. 

Comme R est une fc-algèbre, ce qui garantit la validité de la conjecture de 
Gersten pour X, et comme le corps k est séparablenient clos, la proposition 12.11 
établit l'existence de a G 2Br (K) tel que pour tout 7 € , on ait 

d^{a) = d^{AiP^)) e H\k{j),Z/2), 

et donc, puisque Br K{'y) = 0, 

a = A{P^) G Br K^. 

Montrons que la classe a € Br A' s'annule dans Br L. Soit Z la clôture 
intégrale de X in L, qui est donc un schéma régulier, fini et plat sur X. 
Soit E Z^^\ Son image ^ £ X est aussi de codimension 1. La restriction 
de la valuation discrète vç de L k K est la valuation discrète v-y. Puisque 
a = A{Pj) G Br et A = {Xf - aY^,b), on a a (g) Lç = G Br Lç. 
Ceci vaut pour tout point C de codimension 1 sur la surface régulière Z, 
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laquelle est propre sur un anneau local, normal, liensélien, extension finie de 
i2, de corps résiduel séparablement clos de caractéristique différente de 2. La 
proposition [2rT] appliquée à Z donne alors a (èx -L = G Br L. 

Ceci implique que a G Br est la classe d'une algèbre de quaternions (p, 6) 
avec p G . Pour tout 7 G on a 

A{P^) = {p,b) G Br K^. 

Par éclatements successifs on trouve un morphisme projectif birationnel 
y ^ X tel que sur y la réunion des supports des diviseurs de a, 6, c et p et 
aussi de la fibre spéciale forment un diviseur à croisements normaux dont deux 
composantes irréductibles ne se coupent au plus qu'en un point. 

D'après la proposition 14.81 on peut trouver sur un tel y des points 
complétant ceux qui viennent de X et tels que la nouvelle famille d^{A{P^)) 
soit dans l'homologie du complexe de Bloch-Ogus de 3^. La proposition 12.101 
appliquée à y assure l'existence de 13 gBi K d'image la famille des d-y{A{P^)). 

La fonctorialité covariante du complexe de Bloch-Ogus (Proposition 12. ip 
donne un diagramme commutatif de suites exactes 

^2BrX -e^gvd) HHk{j),Z/2) 



^2Bri^ -e^eA-d) H\k{^),Z/2) 

où les flèches verticales de droite sont des flèches d'oubli et la flèche verticale 
de gauche est l'identité, et la commutativité de ce diagramme assure /3 = a G 
Br K. 

Pour tout 7 de codimension 1 sur y, on a donc 

(^(P^)) = (p,6) GBri^^. 
Notons f = Xf- aY^ G K{E)'' . On a donc 

{f{P^),b) = {p,b) eBi K^. 
On peut donc résoudre l'équation 

f{P^)=p.{U'-bV')^0 

sur K^. 

On trouve donc que le système défini par 

Xf - aY^ = p.{U^ - bV^) / 

et 

{Xf - aY^){Xl - bYi) = c{Xl - abYi) + 0, 
a des solutions dans tous les pour tout 7 de codimension 1 sur y . 
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Ce système définit une variété avec une projection sur la iîT-variété E. C'est 
un torseur sur la K-yaviété E sous le K-tove ^]^(^^yj^'^m- 
Après changement de variables, 

{U + VbV){X2 + VbY2) =X4 + VbYi 

ce système s'écrit 

p.{Xl - bYi) = ciXi - abYi) / 0. 

Ceci définit le produit de deux if-variétés, chacune un cône épointé sur une 
quadrique lisse de dimension 3, donnée par une forme quadratique diagonale 
dont les coefficents possèdent la propriété : la réunion de leurs supports et 
du support de la fibre spéciale est un diviseur à croisements normaux et dont 
deux composantes irréductibles ne se coupent qu'en au plus un point. 

Montrons que pour toute valuation discrète v sur K, une telle quadrique 
q = admet un point dans le hensélisé K^. Soit C Ky l'anneau de la 
valuation v. Comme k est séparablement clos, R hensélien et — )■ Spec R 
projectif, cet anneau est centré sur un point x £ X. On a donc une inclusion 
locale Ox,x C S^. Si x est un point de codimension 1 de X, l'énoncé est clair. 
Supposons que x est un point de codimension 2. Le corps résiduel en x est 
alors séparablement clos. Si en x, le quotient de deux des 4 coefficients de q 
est une unité à multiplication par un carré près, alors dans K^, c'est un carré 
et la quadrique g = a un point dans K^. Si aucun de ces quotients n'est une 
unité à multiplication par un carré près, l'hypothèse de croisements normaux 
fait que l'on peut supposer que ces 4 coefficients sont (tt, ô, u.tt.ô, v) avec u, v 
des unités en x et (tt, ô) des générateurs de l'idéal maximal. Mais la forme 
quadratique diagonale < vr, ô, u.ir.ô, v > n'a pas de zéro non trivial dans le 
hensélisé K^^, car la classe de ô dans le corps des fonctions de Ox^xIt^ n'est 
pas un carré. Ce cas est donc exclu. Ainsi g = admet des points dans tous 
les hensélisés 

Dans le cas (b) (cas « local »), le théorème [9l Thm. 3.1] sur les formes 
quadratiques de rang 3 ou 4 garantit l'existence d'un iT-point sur g = 0. 
Plaçons- nous dans le cas (a) (cas « courbe »). Une forme quadratique q =< 
l,a,b,abc > de rang 4 a un zéro non trivial sur un corps K si et seulement 
si la forme quadratique ternaire < 1, a, 6 > a un zéro non trivial sur le corps 
Kl = K{y/c). Dans la situation ici étudiée, il existe un anneau de valuation 
discrète hensélien Ri à corps résiduel séparablement clos et un schéma régulier 
Xi projectif et plat sur Spec iîi, à fibre générique géométriquement connexe 
et lisse, dont le corps des fonctions est Ki. La forme quadratique < 1, a, 6 > a 
des points dans tous les hensélisés Ainsi l'algèbre de quaternions (a, 6) S 
Br Kl est en particulier triviale dans tous les Br Kiy pour y parcourant les 
points de codimension 1 de A'i. Sa classe est donc dans Br Xi, et ce groupe 
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est nul ([9l Cor. 1.10], Prop. [27T] ci-dessus). Ainsi < l,a,b > est isotrope sur 
Kl, et donc q l'est sur K. □ 

Corollaire 6.2. — Soient X un schéma régulier intègre de dimension 2 et un 
anneau local intègre R, hensélien, excellent, de corps résiduel k séparablement 
clos de caractéristique différente de 2, et p : X ^ Spec R un morphisme 
projectif surjectif satisfaisant l'une des conditions suivantes. 

(a) L'anneau R est un anneau de valuation discrète, les fibres de p sont de 
dimension 1, la fibre générique est lisse et géométriquement intègre. 

(b) L 'anneau R est de dimension 2, et p est birationnel. Soit K le corps des 
fonctions rationnelles de X . 

Soient a,b,c£ . Soit E la K-variété définie par l'équation 

{Xl - aYl){Xl - bYi){Xl - abYi) = c. 

Supposons que la réunion des supports des diviseurs de a, 6, c et de la fibre 
spéciale de X soit un diviseur à croisements normaux . 

Si la fibre spéciale réduite est un arbre, et si E{K^) / pour tout 7 E X^^\ 
alors E{K) / 0. 

Démonstration. — Soit 5 l'ensemble fini des points fermés de X oii aucun des 
a, b ou ab n'est le produit d'une unité par un carré dans K. A chaque tel point 
X sont attachées deux courbes lisses intègres, celles qui sont dans les supports 
de la réunion du diviseur de a et de 6 et passent par x, définies localement en x 
par les 7r,(5 du paragraphe 14.31 Soit T l'ensemble de ces courbes. Ces courbes 
sont deux à deux transverses. Comme R est hensélien, si une courbe de T 
n'est pas une composante de la fibre spéciale, elle rencontre la fibre spéciale en 
exactement un point. De l'hypothèse que la fibre spéciale est un arbre et des 
observations ci-dessus résulte que le graphe dont les sommets sont les courbes 
de T et les arêtes les intersections de deux telles courbes lorsqu'elles sont dans 
S est un arbre. 

Sur chaque composante connexe de cet arbre, partant d'un point 7 quel- 
conque et d'un point P-y de E{K^), on peut d'après la proposition l4.7l choisir les 
points Ms sur tout sommet voisin 5 de façon à ce que l'on ait en l'intersection 
M de 7 et J la formule 

dM{d^{P^)) + dM{ds{Ms)) = 

On continue de proche en proche, ce qui est possible car le graphe défini sur 
T est un arbre. Pour les courbes 7 qui n'appartiennent pas à T, on choisit un 
point Pry G E{K^) quelconque. 

Les calculs du paragraphe 14.31 montrent alors que la famille {9'y(j4(P^)} 
pour 7 parcourant les points de codimension 1 de X est dans l'homologie du 
complexe de Bloch-Ogus. 
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On conclut alors en utilisant le théorème 16. 1[ □ 

Exemples 6.3. — Dans la situation « locale », l'hypothèse que la fibre 
spéciale forme un arbre est satisfaite si la singularité de R est rationnelle. 
C'est le cas par exemple si R est régulier, par exemple si iî = C[[X, y]]. 

Dans la situation « courbe », l'hypothèse que la fibre spéciale forme un 
arbre est satisfaite si la fibre générique est la droite projective sur le corps des 
fractions de R. Elle est aussi satisfaite si la fibre générique de X / R est une 
courbe elliptique dont le modèle de Kodaira-Néron sur R (cf. |30j ) n'a pas de 
lacet, ce qui exclut les types In,n > 1. 

Corollaire 6.4- — Soient X un schéma régulier intègre de dimension 2 et un 
anneau local intègre R, hensélien, excellent, de corps résiduel k séparablement 
clos de caractéristique différente de 2, et p : X ^ Spec R un morphisme 
projectif sur jectif satisfaisant l'une des conditions suivantes. 

(a) L'anneau R est un anneau de valuation discrète, les fibres de p sont de 
dimension 1, la fibre générique est lisse et géométriquement intègre. 

(b) L 'anneau R est de dimension 2, et p est birationnel. 
Soit K le corps des fonctions rationnelles de X . 

Soient a,b,c £ . Soit E la K-variété définie par l'équation 

{Xf - aYl)(Xl - bYi){Xi - abYi) = c. 

Supposons que la réunion des supports des diviseurs de a, b, c et de la fibre 
spéciale de X soit un diviseur à croisements normaux. 

Supposons qu'en tout point 7 G l'un de a, b ou ab est un carré dans 
K^. Alors E{K) / 0. 

Démonstration. — L'hypothèse implique clairement que l'on a E{K^) 7^ 
pour tout 7 G D' après la proposition l'hypothèse implique aussi 

que pour toute famille {P^ G E[K^)}^f^p^{i) la famille {d.~^[A{P^))} est dans le 
noyau de 

On conclut alors en utilisant le théorème 16.11 □ 

Remarque 6.5. — Soit K un corps de nombres, a,b,c G , puis E la K- 
variété définie par 

{Xf - aYl){Xl - bYi){Xl - abYi) = c. 
et Z une ET-compactification lisse de E. En utilisant la suite exacte 
^ Br ^ Br /C^ ^ Q/Z ^ 
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de la théorie du corps de classes, la démonstration ci-dessus, fortement sim- 
plifiée car on est en dimension 1, montre, via une descente, que l'obstruc- 
tion de Brauer-Manin au principe de Hasse pour Z est la seule obstruction à 
l'existence d'un point rationnel. C'est un cas particulier d'un théorème sur les 
espaces principaux homogènes de ET-tores |28t Cor. 8.7]. 

On peut se demander dans quelle mesure le théorème 16.11 est lui aussi un 
cas particulier d'un théorème général sur les espaces principaux homogènes de 
tores. 
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